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I. Einleitung. 

§ 1. Wie gelangte man zum Begriff der 

DeterminaDten ? 

Soll ein System von n linearen Gleichungen mit eben- 
soviel Unbekannten nach diesen Unbekannten aufgelöst 
werden, so lehrt die Elementarmathematik folgendes 
Lösungsverfahren : 

Durch Elimination einer von den n Unbekannten führt 
man die gegebenen n GHeichungen auf andere n — 1 eben- 
falls lineare Gleichungen ohne jene Unbekannte zurück; 
die so erhaltenen n — 1 Gleichungen mit ebensoviel Un- 
bekannten führt man auf n — 2 Gleichungen mit n — 2 
Unbekannten durch Elimination einer zweiten Unbekannten 
zurück und fährt so fort, bis man auf eine einzige Gleichung 
mit einer Unbekannten stößt. Diese letzte Unbekannte 
stellt sich dann in Bnichform dar, und auf dieselbe Weise 
ergeben sich alle übrigen Unbekannten des Systems, jede 
auch in Bruchform. Die Zähler und Nenner dieser Brüche 
sind von den gegebenen Größen des zu lösenden Gleichungs- 
systems gebildet. 

Nach Angabe dieses „allgemeinen Lösungsverfahrens" 
mögen die speziellen Fälle n = 3 und 4 betrachtet werden, 
um daran die Brauchbarkeit dieser Methode, im besonderen 
deren Unvollkommenheit kennen zu lernen. 
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(A) w = 3 . 

(flfg Cj — «3 C2)a; + (^2 Cg — 63 (-2)1/ ■ 

= (W2f3 — W3C2) I 



Ca 



— Ci 



"^3 

— ^9 



(62 C3 — &3 C2) 



(^^2 



{(«1 62—02 ^l) (^2 ^3 — *3 ^2) — («2 ^3 — «3 ^2) (\ ^2 



62 Ci). 



= (^1^2— W2Ci)(62C3— 63C2) — (7??2e3— W?3r2)(Z^ir2— 62^1) 

^1 ^2 ^2 ^3 — ^2 ^2 ^1 ^3 — ^«1 ^3 ^2 + ^«2 h ^1 ^2 
- 77?2 fei ^2 C3 + ???3 b^ 4 + W2 ^2 ^1 ^3 " ^^3 ^2 ^1 ^2 



X = 



«1 h C2 C3 — fgAfLÜ"" ^1 ^3 ^^ + ^2 ^3 ^1 ^2 
— «2 fej C2 C3 + flfg &! Cl + Oq ^2 ^ ^3 ~ ^3 ^2 ^1 ^2 

Läßt man die unterstrichenen Glieder weg und kürzt 
man mit Cg , so wird: 

a^b^ c^—a^ b^ o^-^a^ b^ q -a^ b^ ^3+^3 ^i ^^ — «3 ^2 ^1 ' 



a: = 



2/ 






In entsprechender Weise würde man finden: 

«1 W2 ^3 — ö'i w?3 ^2 +ö'2 W3 q — 02m^c^-^a,^m^Cc, — ö'g w'2^1 
«1 ^2 ^8 - ^ih ^2+^2 ^3 ^1 -^2 ^1 ^3+^3 ^1 ^2 - «3 ^2^1 

Öj b^iy^^ — O^ &3 ?n2+ör2fe3Wi — fl^2^1^3 +ö'3feiW2 " Ö'3fe2^^ 
^1 ^2 ^3 ~ ^1 ^3 ^2 + ^2 ^3 ^1 " ^2 ^1 ^3 + ^3 ^^1 ^2 ~ ^3 ^2 ^1 



§ 1. Wie gelangte man zum Begriff der Determinanten? 7 
(B) n = 4 . 



Q^ X -{- \ y -{- Cj^ z -{- d^ w 

0^3 ^ + ^3 2/ + ^3 ^ + ^3 ^ 
a^x + h^y + c^z + d^w 



= m^ 



= m 



2 



C?2 
d. 



= m. 



m, 



d^ 



— ö?3 . 



(a^d.2 — a2d^)x-\-(h^d2 
{a^d^—a^d^)x+{h^d^ 
{%d^ — a^d^)x-]r{hd^ 



\d^)y+(Cid^- 
\d2)y-{-{c^d^- 



c^d^)z: 
c^d^)x: 



{m^d^ 

(^2^3 



m^dj), 
m^d^), 
m^d^). 



Hiennit ist das Beispiel (B) auf (A) zurückgeführt. 
Bedenkt man, daß alle Größen a , 6 , c , m in (A) durch 
Ausdrücke von der Form {oc ß — y d) ersetzt werden 
müssen, um in (B) die Rechnung zu beenden, so hat man 
eine Vorstellung von der weiteren Durchführung der Rech- 
nung. 

Aus den Beispielen (A) und (B) kann man ersehen, 
daß sich die Rechnung für ein System von fünf Q-leichungen 
mit fünf Unbekannten bereits recht umständlich gestaltet, 
ja daß dieselbe schon für wenig mehr Unbekannte ge- 
radezu ans Unausführbare grenzt, falls die allgemeinen 
Buchstabengrößen nicht numerisch gegeben sind. 

Recht unangenehm ist bei dem angegebenen Yerfahren 
femer, daß man in der Lösung einmal eine unnötig große 
Anzahl Glieder, dann aber einen überflüssigen Faktor er- 
hält, der bei drei Unbekannten in der ersten Dimension 
auftritt, bei mehr jedoch immer höherer und höherer 
Dimension wird; bei (B) ist er bereits (cg 6?3 — ^8<^)- 
Natürlich wird die Zurückführung der Lösungen auf die 
einfachste Form, also der letzte Schritt des allgemeinen 
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YerfahreDS, durch diesen lästigen Faktor für eine größere 
Anzahl Gleichungen immer schwieriger. 

Man sieht also, daß dieses allgemeine Lösungsverfahren 
die Rechnung durch einen Teil unnötiger Arbeit erschwert, 
der um so beträchtlicher wird, je größer die Anzahl der 
Gleichungen ist. 

Diese Betrachtungen lassen erkennen, daß die Mathe- 
matiker sich bemühen mußten, einen Weg zu finden, durch- 
den die umständliche, an unnötiger Arbeit reiche und zum 
größten Teil unausführbare Rechnung vermieden wurde. 

Das Ergebnis dieser Forschuogen konnte zu nichts 
anderem führen als zu den Determinanten, denn diese 
sind eben die von allen überflüssigen Faktoren freien, aus 
den gegebenen Größen der vorgelegten Gleichungen in 
einfachster "Weise zusammengesetzten Ausdrücke für die 
Zähler und Nenner derjenigen Brüche, als welche sich die 
Werte der Unbekannten in den gegebenen Gleichungen 
darstellen. 

Einen weiteren vorläufigen Einblick in die Bedeutung der 
Determinanten werden die folgenden Beti*achtuDgen geben. 

§ 2. Uistorisclie Betrachtungen. 

Gegen Ende des 17. Jahrhunderts suchte Leibniz die 
Auflösung von linearen Gleichungen nach den Unbekannten 
wegen der Unbrauchbarkeit des eben näher beleuchteten 
allgemeinen Lösu'ngsverfahrens mit Hilfe einer besonderen 
Art kombinatorischer Aggregate zu lösen, die wir heute 
als Determinanten bezeichnen können. Schriftiiche Auf- 
zeichnungen darüber hat man in einem Briefe von Leibniz 
(1693) an seinen Freund Marquis de THospital und in 
den „Acta Eruditorum" gefunden. Aus beiden Aufzeich- 
nungen kann man entnehmen, daß sich Leibniz der Be- 
deutung seiner Erfindung wohl bewußt war, denn am 



§ 2. Historische Betrachtungen. 9 

Ende jenes Briefes steht: „Man sieht hier, auf was ich 
schon gelegentlich hingewiesen habe, daß die Yervoll- 
kommnung der Algebra von der Kombination abhängt." 

Leider hat es- Leibniz nicht verstanden, seine Er- 
findung fruchtbar für die Zukunft zu gestalten. Weder 
er selbst, noch andere kamen in der nächsten Zeit auf 
seine Gedanken zurück, und so geriet dieser erste Ansatz 
zu den Determinanten völlig in Yergessenheit. Der Grund 
dafür ist jedenfalls darin zu suchen, daß in jener Zeitdie 
wichtigen Fragen über die Anfangsgründe der Infinitesimal' 
rechnung im Vordergrund standen, welche kein rechtes 
Bedürfnis aufkommen ließen, die neuen Methoden von 
Leibniz zu benutzen. 

Erst Dirichlet ist es gelungen, Leibniz als Erfinder 
der Determinanten zu erkennen. Bis dahin wurde all- 
gemein Gabriel Gramer als solcher angesehen. Jedoch 
auch heute noch hat dieser Mathematiker wenigstens als 
Begründer dieser Lehre zu gelten, denn er hat 1750, 
völlig unabhängig von Leibniz, in einem seiner Werke 
die Determinanten allgemein definiert und bereits die Auf- 
lösung linearer Gleichungen mit ihrer Hilfe genau so be- 
schrieben, wie sie heute die Determinantenlehre angibt. 
Allerdings waren Namen und Bezeichnungsweisen noch 
nicht so wie heutzutage. 

Aber noch nahezu 100 Jahre sollte es dauern, ehe die 
Determinanten „Gemeingut der Mathematiker" wurden. 
Nur den Größten jener Zeit waren sie ein vertrautes Instru- 
ment; aber jeder von ihnen dehnte seine Untersuchimgen 
in diesem Gebiet nur gerade so weit aus, als es ihm er- 
forderlich erschien. Hervorzuheben sind hierbei die Namen: 
Bezout, Yandermonde, Laplace, Lagrange, Gauß, Binet. 
Es würde natürlich zu weit führen, wollte man auf das 
Yerdienst eines jeden eingehen. 
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Der erste, welcher um ihrer selbst willen die Deter- 
minanten eingehender behandelte, war Cauchy. Er brachte 
die elementare Determinantenlehre zum Abschluß ; er hat 
auch die Bezeichnung „Determinante" eingeführt, und 
zwar nach gewissen Aggregaten, die Gauß Determinanten 
der quadratischen Form genannt hat Später allerdings 
hat Cauchy den Namen Determinante wieder mit „fonction 
alternöe" vertauscht, während Laplace den Namen Resul- 
tante gebrauchte, jedenfalls durch Bözouts Ausdruck „equa- 
tion rösultante" veranlaßt. 

Carl Gustav Jacob Jacobi schließlich kommt das Ver- 
dienst zu, die Determinanten dem allgemeinen mathe- 
matischen Publikum zugänglich gemacht zu haben, oder, 
wie sich Kronecker ausdrückt, den Determinanten das 
Bürgerrecht erworben zu haben. Er hat die erste Cauchy- 
sche Bezeichnung Determinante wieder eingeführt und 
seitdem ist dieselbe ganz allgemein. 

Jacobi hatte sich bereits seit 1826 mit dem Studium 
der Determinanten eingehend beschäftigt und ließ als Er- 
gebnis seiner Forschungen 1841 die eingangs erwähnte 
Schrift „Über die Bildung und die Eigenschaften der 
Determinanten" (De formatione et proprietatibus determi- 
nantium) erscheinen, die auch heute noch von außer- 
ordentlichem Wert ist. 

Einen Überblick über die nach Jacobi folgende Ent- 
wicklung der Determinantenlehre gibt das angeführte 
Literaturverzeichnis. Daraus mag besonders das Kronecker- 
öche Werk hervorgehoben werden. Kronecker ist näm- 
lich der einzige Mathematiker, der einen ganz eigenen, aber 
gar nicht femliegenden Weg einschlägt; er begründet die 
Determinantentheorie auf Untersuchungen der linearen 
Gleichungen oder allgemein der lineareo Funktionen 
melirerer Variablen. 



§ 3. Exkurs in das Gebiet der Kombinatorik. H 

Am Schluß dieser historischen Entwicklung muß 
noch auf einen Punkt hingewiesen werden, der die Be- 
deutung der Determinanten von einer anderen Seite be- 
leuchtet und der zeigt, daß heutzutage die Stellung der 
Determinantentheorie in der Gesamtwissenschaft weit 
hinaus geht über den Zweck, der sie einst entstehen ließ. 

Die Engländer (Cayley) haben versucht, bestimmte 
Eigenschaften, die für die Determinanten wesentlich sind, 
auch bei anderen Großen aufzufinden, und es ist ihnen 
geglückt, ein großes Gebiet gewisser algebraischer Größen 
mit gemeinsamen charakteristischen Eigenschaften zu 
entdecken, von dem die Determinanten eine Unterabteilung 
bilden. Durch diese Verallgemeinerung wurde die Theorie 
der Invarianten (Sylvester) oder Hyperdeterminanten 
(Cayley) begründet, auf welche natürlich in diesem Buch 
nicht eingegangen werden kann. 

Den Sclüuß dieser geschichtlichen Erörterungen mag 
ein Ausspruch Sylvesters bilden: 

„Was ist im Grunde genommen die Theorie der 
Determinanten? Es ist eine über der Algebra stehende 
Algebra, ein Rechnungsverfahren, welches uns in den 
Stand setzt, die Resultate der algebraischen Operationen 
zu kombinieren und dieselben vorauszusagen, ähnlich 
wie wir uns mit Hilfe der Algebra der Ausführung der 
besonderen Operationen der Arithmetik entheben können!" 

§ 3. Exkurs in das Gebiet der Kombinatorik. 

Die Determinanten gehören in dem großen Reiche 
der Mathematik in das Gebiet der Kombinatorik. Hat 
man sich im Anfang des 18. Jahrhunderts die glänzendsten 
Hoffnungen gemacht, so weiß man heute, daß sich die 
Mathematiker jener Zeit in diesem Punkte getäuscht 
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haben; nur der besondere Zweig der Determinanten hat 
sich in überraschender Weise entwickelt. 

Da die Grundanschaunngen der Kombinatorik in der 
Determinantentheorie eine wichtige Rolle spielen werden, 
mögen sie zur Erleichterung des Yerständnisses für die 
kommenden Betrachtungen zuvor behandelt werden. 

Die Kombinatorik behandelt die Gesetze, nach denen 
eine gewisse Anzahl Elemente sich zusammenstellen 
lassen, oder nach denen aus gegebenen Elementen Gruppen 
oder Komplexionen gebildet werden können. 

Dabei versteht man unter Elementen Einzeldinge^ 
auf deren Beschaffenheit oder Zahlenwert es im allge- 
meinen nicht ankommt, deren „kombinatorischer Wert" 
in der Rangordnung des Elementes unter den anderen 
besteht; man deutet diese Rangordnung durch einen 
Index (Stellen zeiger, Ordnungszahl) am Element an, 
der also dem Element in der Reihenfolge aDer Elemente 
einen festen Platz zuweist. Hiemach ist es begreiflich, 
daß man symbolisch eine Komplexion, z. B. die Reihen- 
folge der n Elemente 

% 02 0^3 • • . Ofi ^ 

durch die Indizes allein darstellen kann : 

Eine bestimmte Anzahl (n) Elemente permutieren 
heißt, dieselben in alle möglichen Reihenfolgen (Anord- 
nungen) bringen ; irgend eine dieser verschiedenen An- 
ordnungen nennt man eine Permutation der be- 
treffenden (n) Elemente. 

Die Hauptaufgabe besteht darin, die Gesamtzahl (PJ 
aller möglichen Permutationen von einer bestimmten An- 
zahl (n) Elemente festzustellen. 
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Yon n Elementen gibt es offenbar n mal so viele 
Permutationen, als es von n — 1 Elementen gibt; denn 
zu dem ersten, zweiten, dritten, . . . w-ten Element kann 
jede Permutation der n — 1 übrigen Elemente gesetzt 
werden. Gibt es also zu n — 1 Elementen eine be- 
stimmte Anzahl [Permutationen, die durch P«_i bezeichnet 
sei, so muß es zu w Elementen nmal so viel, also n • P^^i 
Permutationen geben. Nun können zwei Elemente % und Og 
nur in den beiden Anordnungen a^ Og und Og a^ auftreten, 
das besagt Pg = 2 . P^ findet man zu 

Pg = 3. Pg = 2.3 = 1.2.3 = 3!, 

P4= 1.2.3.4 = 4!. 

Also ist allgemein 

Pn = w.(7i — 1)! = 1.2.3. ... .?i = w!. 

Hat man z. B. die Permutationen von 

12 3 4 

zu bilden, so schreibt man erst alle diejenigen hin, welche 
mit 1 beginnen, das heißt man schreibt zu 1 die Per- 
mutationen von 2, 3, 4: 

12 3 4 

12 4 3 

13 2 4 

13 4 2 

14 2 3 
14 3 2 

Ebenso schreibt man dann alle Permutationen hin, 
die 2, femer die 3 und schließlich die 4 zuerst stehen 
haben. 
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Eine besondere Art von Komplexionen erhält man, 
wenn aus der Reihe der gegebenen n Elemente auf alle 
mögliche Weise je k herausgegriffen und permutiert 
werden. Diese Art Komplexionen heißen Variationen 
der n Elemente zur Ä;-ten Klasse. Im beson- 
deren gibt es n Variationen der n Elemente zur ersten 
Klasse, und es fallen andererseits die Variationen der 
n Elemente zur w-ten Klasse mit den Permutationen der 
n Elemente zusammen, während Variationen von n Ele- 
menten zur (n -f- l)-ten und zu höheren Klassen nicht 
gebildet werden können, ohne daß einzelne Elemente 
wiederkehren, was für die kommenden Betrachtungen 
ausgeschlossen werden soll. 

Es gibt von n Elementen 

Vj, ^ n(n — l){n — 2) . , . (n — k -\- 1) 

Variationen der Ä>ten Klasse. 

Will man nämlich aus den Variationen der Ä:-ten Klasse 
diejenigen der (A: + l)-ten Klasse bilden, so muß man zu 
jeder Variation der Ä>ten Klasse das Element setzen, 
das sie noch nicht aufweist; da gibt es für jede Variation 
{n — k) Möglichkeiten. Somit erhält man {n — k) mal 
so viel Variationen {k -f l)-ter als Ä:-ter Klasse. Oben 
wurde erwähnt, daß es n Variationen erster Klasse gibt; 
daraus folgt, daß es n(n — 1) solche zweiter Klasse, 
n{n — l)(n^2) solche dritter Klasse, allgemein, daß 
es w(n — 1) {n — k+ 1) solche Ä>ter Klasse gibt. 

Alle Variationen der k-ten Klasse können derart in 
Gruppen geteilt werden, daß die Komplexionen in jeder 
Gruppe Permutationen derselben k Elemente sind. Kommt 
es nun lediglich darauf an, die Anzahl dieser Gruppen 
festzustellen, so nennt man die einzelnen Gruppen Kom- 
binationen der n Elemente zur /c-ten Klasse. Es 
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gehören zu jeder Gruppe kl Yariationen, woraus folgt, 
da.ß die Zahl der Kombinationen zur k-ten Klasse nur 
den Ä;!-ten Teil der Anzahl der Yariationen zur Ä>ten Klasse 
beträgt: 



71 • (?i — 1) • ... • (n — A; + 1) 



^^*~ 1.2. ... .Ä; 



-C) 



n • (n — 1) . ... . (n — Ä + 1) 
"" 1.2. ... . /c 

{n — k){n — k — l)' ... -(k + l) 
(Ä: + 1) (Ä; + 2) . ... . {n — k) 

Jetzt ist auch: 





Oben wurde bereits gezeigt, wie man verfahren muß, 
wenn man alle n\ Permutationen von n Elementen auf- 
stellen will. Dasselbe soll jetzt noch einmal vorge- 
nommen werden, jedoch in ganz anderer "Weise, weil diese 
Form der Ableitung für das Spätere von Wichtigkeit ist. 

Es sollen alle n ! Permutationen von den vorgelegten 
n Elementen für den Fall gebildet werden, daß die 
n Elemente immer in r Gruppen geteilt bleiben, von 
denen die erste ?w^ , die zweite mg usw., die r-te Gruppe 
TUf Elemente enthalten, wobei 

Für den FaU 

n = m^ -{^ m^ 

erhält man alle n\ Permutationen, wenn man sich erst 
alle Yariationen der n Elemente zur Wj-ten Klasse bildet, 
das sind / ^ \ 
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Emleitung. 



An jede dieser Komplexionen müssen die n — mj = mg 
fehlenden Elemente gesetzt werden; das ist w^I-mal 
möglich , weil es m^ ! Umstellungen der rwg Elemente 
gibt. Somit muß sein: 



w! = Vfg' ???2 



In der Tat ist 



1 - \mj 



7nA • m«! • I l = — ^ —. h • mJ • tw«! 



fft-t m 

= n{n — 1) • . . . • (/;?2 + 1) • ^2 • = **• • 
Ist femer: 

so sehreibt man: 

71 = wi + (7^2 + W3) J 
woraus folgt: 

Nun ist: 
(m^ + m^y = 171^1 . (^2 + 1) (^2 + 2) . . . (W22 + ^3) ^ , 



W3! 



_ , , (^^2 + 771^) (W2 + W3-I) . . . (m2 -|-2)(W2 + l) 



'2- '"3 



1.2. ... .(W73 — 1). W 



3 



= Wg • 'Ws '• r "J'^M (weil W2+m3 =M-Wi) . 
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Somit wird: 
• fit ( n\ (71— mÄ (n—m.—7nA 

Der Faktor (--^--^) = (-;) = ! ist nur der 

Übersichtlichkeit wegen beigefügt. 

Man erkennt nunmehr ohne weiteres, daß für 

n = Wi + Wg + Wg + W4 
würde: 

n\ = Wj ! • Wo • • ^3 • • ^^4 • 
/ ?i \ /w — 7nA In — m^— mÄ /n -— w^ — w, — mA 

und allgemein für: 

n = m^ + m.2 + . . . + w?,. 

n! = Wj! Wg! . . . Wy! 
/ n\ln—mÄln — m^ — m^ In—m^— . . . — Wy_i\ 

'WJv ^'^2 i\ ^3 y" \ ^r / ' 

Die hieraus folgende Formel 
I n\ln — mÄ In — 7n^ — , . , — ^r-A 

n! 



m^\m^\ . , . nffl 



gibt zugleich die Anzahl Permutationen von n Elementen 
an, wenn unter n Elementen »Wj , wjg , . . . , m,. gleiche 
Elemente sind, falls w^ + ^'2 + • • • + ^^r = ^ > ^s ist 
dieselbe Zahl, die angibt, wievielmal aus n Elementen 
r Öruppen von je m^ , Wg , . • . , wi^ Elementen ohne Rück- 
sicht auf die verschiedenen Anordnungen der Elemente 
in den einzelnen Gruppen herausgegriffen werden können. 

Fischer, Determinanten. 2 
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Während bisher die allgemeinen Grundaufgaben über 
die Bestimmung der Anzahl der verschiedenen Kom- 
plexionen von n Elementen behandelt wurden, sollen 
jetzt die einzelnen Permutationen betrachtet werden, im 
besonderen wie man von einer zur anderen gelangt. 

Diejenige Permutation, welche durch die Aufeinander- 
folge der Indizes in der natfirlichen Zahlenreihe aus- 
gezeichnet ist, mag als Grrundpermutation bezeichnet 
werden. In dieser ist jedes vorausgehende Element von 
niederer Ordnung als das folgende. Nimmt man mit 
der Grundpermutation (1, 2, . . ., n) irgend eine Verände- 
rung der Anordnung der Elemente vor, so sagt man, 
zwei Elemente bilden in der neuen Permutation eine 
Inversion (d^rangement, Fehlstand, Versetzung), wenn 
sie in der umgekehrten Ordnung wie in der Grund- 
permutation aufeinander folgen, oder wenn von den beiden 
Elementen dasjenige niederer Ordnung dem höherer Ord- 
nung nachsteht. Unter (ri , /i — 1 , . . . , 2 , 1) versteht 
man die sogenannte inverse Permutation. 

Irgend eine Permutation wird bezüglich der Grundper- 
mutation eine ganz bestimmte Anzahl Inversionen bilden. 
Man findet diese Anzahl, wenn man jedes Element mit 
allen vorhergehenden vergleicht und abzählt, wievielmal 
ein Element niederer Ordnung einem solchen höherer Ord- 
nung nachsteht. So enthält die Permutation (2, 5, 4, 1, 3) 
die Inversionen: (2, 1), (5, 4), (5, 1), (5, 3), (4, 1), (4, 3), 
also im ganzen sechs. 

Die inverse Permutation weist die größtmögliche Anzahl 

Inversionen auf, nämlich — {n — 1) , weil jedes folgende 

Element von niederer Ordnung ist als das vorhergehende. 

Bei größeren Komplexionen kann ms^n die Abzahlung 

der Inversionen erleichtem, falls man die betreffende 
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Komplexion in zwei beliebige Gruppen spaltet. Die ge- 
suchte AnzaM ist dann gleich der Summe der loversionen 
der ersten Gruppe und der der zweiten Gruppe, die sich 
beide nach Obigem leicht finden lassen, vermehrt um die 
Anzahl der Inversionen, welche die Elemente der ersten 
Gruppe mit denen der zweiten bilden. Bei Bestimmung 
der letzten Anzahl kommt es nicht damuf an, wie 
die Elemente in den Gruppen selbst angeordnet sind. 
Es seien daher von den n überhaupt vorliegenden Ele- 
menten m in der ersten Gruppe, also (n — in) in der 
zweiten Gruppe; die ersteren liaben folgende der Größe 
nach geordnete Indizes: 

• • • • • 

Es kann nun z. B. i\ nur mit kleineren Zahlen Inversionen 
bilden; solche sind im ganzen (?,. — 1) vorhanden, wovon 
jedoch diejenigen abzuziehen sind, welche in der ersten 
Gruppe vorkommen, also (r — 1) . Hiemach kann i^ mit 
den Indizes der zweiten Gnippe nur i^ — r Inversionen 
bilden. Eine solche Zalil kommt aber jedem Element in 
der ersten Gruppe zu, so daß folgende Summe die ge- 
suchte Zahl angibt: 

Ol -1) + (,-, _ 2) + . . . + (i, - r) + . . . + (/^- m) 

= «1 + «2 + • • • + «m — Y {^^ + 1) • 

Sämtliche n! Permutationen von n Elementen werden 
in zwei Klassen eingeteilt; je nachdem irgend eine Permu- 
tation bezüglich der Grundpermutation eine gerade oder 
ungerade Anzahl Inversionen aufweist, gehört sie in die 
gerade (erste, positive) oder in die ungerade (zweite, 
negative) Klasse. 

2* 



20 ' Einleitung. 

Vertauscht man in einer Permutation zwei beliebige 
Elemente, führt man also eine „Transposition" aus, 
wie man sich ausdrückt, so ändert sich die Anzahl der 
Inversionen um eine ungerade Anzahl, oder mit anderen 
"Worten, so ändert die Permutation ihre Klasse. Dies 
erklärt sich daraus, daß man die Yertauschung zweier 
beliebiger Elemente stets auf eine ungerade Anzahl von 
yertauschungen zweier Nachbarelemente zurückführen 
kann, was durch folgendes Beispiel erläutert werden mag. 
Um von (1, 2, 3, 4, 5, 6) auf (1, 6, 3, 4, 5, 2) zu gelangen, 
müssen die sieben Nachbarvertauschungen der Eeihe nach 
ausgeführt werden: (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (6, 5), (6, 4), 
(6, 3), wobei jeder einzelnen Yertauschung eine Änderung 
der Inversionszahl von 1 entspricht. 

Überhaupt kann durch Yertauschxmg benachbarter 
Elemente nach und nach jede beliebige Permutation aus 
der örundpermutation abgeleitet werden, woraus wieder 
folgt, daß jede Permutation aus jeder anderen durch Yer- 
tauschung benachbarter Elemente abgeleitet werden kann. 

Allgemein bezeichnet man die Operation des Über- 
gangs von einer Permutation der gegebenen Elemente zu 
einer anderen Permutation derselben Elemente als Sub- 
stitution. Als einfachste Substitution dürfte demnach 
die Transposition benachbarter Elemente zu bezeichnen 
sein. Mit Hilfe dieses neuen Begriffes verstehen sich die 
folgenden Sätze von selbst: 

Jede Substitution ist in Transpositionen zerlegbar. 

Irgend eine Permutation behält bei Ausführung einer 
beliebigen Substitution ihre Klasse bei oder wechselt die- 
selbe, je nachdem die Substitution sich in eine gerade 
oder tmgerade Anzahl von Transpositionen zerlegen läßt. 

Die Anzahl der Permutationen der ersten Klasse ist 
ebenso groß als die der zweiten Klasse. 
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Letzteres erklärt sieh daraus, daß die Anzahl aller 
Pennutationen (wl) gerade ist, und daß bei der Entstehung 
aller Pennutationen aus der Grundpermutation einmal eine 
der ersten Art, dann wieder eine der zweiten Art entsteht. 

Ebenso erklärt sich von selbst: 

Zwei Permutationen gehören zu derselben Klasse, wenn 
sich die eine aus der anderen durch eine gerade Anzahl 
von Transpositionen gewinnen läßt, oder wenn beide je 
durch eine gerade oder je durch eine ungerade Anzahl von 
Transpositionen aus derselben dritten sich ableiten lassen. 

Hervorgehoben werden müssen schließlich noch die 
zyklischen Yertauschungen, denn eine Substitution 
kann auch dadurch ausgeführt werden, daß jedes Element 
durch das folgende und das letzte wieder durch das erste 
ersetzt wird, oder daß jedes Element durch das* vorher- 
gehende und das erste durch das letzte ersetzt wird. 

Findet eine zyklische Vertauschung aller Elemente 
statt, so weist die Substitution eine gerade oder ungerade 
Anzahl von Inversionen auf, je nachdem die Anzahl der 
Elemente ungerade oder gerade ist, da sich immer 
eine zyklische Yertauschung von n Elementen durch 
(n — 1) Transpositionen ersetzen läßt, wie folgendes Bei- 
spiel zeigt: 1,2,3,4,5,6 

2,1,3,4,5,6 
2, 3, 1, 4, 5, 6 
2, 3, 4, 1, 5, 6 
2, 3, 4, 5, 1, 6 
2, 3, 4, 5, 6, 1. 

Es läßt sich aber auch jede beliebige Substitution 
auf zyklische Yertauschungen einzelner Gruppen zurück- 
führen; hierftir ein Beispiel: 



(12) 
(13) 
(U) 
(15) 
(16) 
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Soll z. B. die Permutation 

Pi= (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 

.übergefiihrt werden in 

P2= (3, 6, 4, 1,7, 2, 8, 5), 

80 ersetze man in Pj irgend ein Element, z. B. 3 , durch 
dasjenige, welches in Pg ^^ dieser Stelle steht, also 
durch 4 . Darauf lasse man an die Stelle , wo 4 in P^ 
steht, dasjenige rücken, das in Pg an der Stelle von 4 in 
Pj steht, also 1 . An Stelle von 1 in P^ kommt dann 
3 und dann wieder 4 an Stelle von 3 . Damit ist ein 
Zyklus (3, 4, 1) erkennbar. Darauf verfährt man genau 
so mit einem neuen Element, bis man wieder einen Zyklus 
erkennt- usw. In dem angeführten Beispiel wird leicht 
noch der Zykel, wie man sich auch ausdrückt, (2, 6) und 
ebenfalls (7, 8, 5) erkannt. 

Kommt man mit einem einzigen Zyklus aus, so nennt 
man die Substitution zirkulär. Hiernach ist jede Sub- 
stitution in zirkuläre Substitutionen einzelner Elementen- 
gruppen zerlegbar, und eine Transposition ist eine zirku- 
läre Substitution zweier Elemente. Femer fällt die Zer- 
legung einer Substitution m Transpositionen zusammen 
mit der eben angeführten Zerlegung der Substitutionen 
in Zykelü. 

Eine Substitution ist weiterhin gerade oder ungerade, 
je nachdem die Differenz der Elementenanzahl der Permu- 
tation und der Anzahl der Gruppen von Zykeln gerade 
oder ungerade ist. Da nämlich ein Zyklus von m Ele- 
menten durch (m — 1) Transpositionen ersetzbar ist, so 
hat man bei r Gruppen von Zykeln Wj — 1 + Wg — 1 + . . . 
+ mf—l=n — r Transpositionen, deren Anzahl sofort 
die eine oder andere Gmppe erkennen läßt. 
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§ 4. Bezeichnungsweise durch doppelte Indizes. 

„Es ist in der Algebra und in der Analysis keines- 
wegs gleichgültig, welche Bezeichnungen man für die- 
jenigen Größen wählt, mit welchen man operieren will. 
Sie sollen die Größen irgendwie charakterisieren. Auch 
in der Bezeichnung der Operationen, welche mit den ge- 
gebenen Größen vorgenommen werden sollen, macht sich 
eine große Kunst bemerkbar, die wir von unseren Vor- 
fahren ererbt und dann weitergebildet haben. Es ist 
gewiß nicht zu viel gesagt, wenn man behauptet, daß die 
Lösung einer großen Zahl von Problemen einzig und 
allein von der geeigneten Wahl der Bezeichnungen ab- 
hängt." 

Dieser Ausspruch rührt von Hesse her; man erkennt 
danach, weshalb in § 1 die gegebenen Größen der linearen 
Gleichungen nicht willkürlich bezeichnet wurden. Hätte 
man z. B. die drei linearen Gleichungen in folgender Weise 
bezeichnet: 

ax -\- by -\- cz = d , 

ix -\- ky -\-lx = m ^ 

so würde sich die Rechnung keineswegs so übersichtlich 
gestaltet haben. Dies gilt natüi-lich von noch mehr Glei- 
chungen erst recht, denn da steigern sich die Schwierig- 
keiten bei unpassender Bezeichnung ganz beträchtlich. 

Die Übersichtlichkeit der Bezeichnung in § 1 besteht 
nun darin, daß der Index des Koeffizienten die Gleichung 
angibt, während der Buchstabe die Stellung der Kon- 
stanten in der Gleichung bezeichnet; so ist z. B. h^ der 
Koeffizient von y in der dritten Gleichung, da die h 
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immer Koeffizienten von y sind, -während die a solche 
von X sind usw. 

Aber diese Bezeichnungsweise hat doch ihre Mängel, 
falls mehr als drei Unbekannte mit den dazugehörigen 
Gleichungen vorhanden sind; bald muß eine Unsymmetrie 
in der Bezeichnung eintreten, da die Anzahl der Buch- 
staben eine beschränkte ist und man nicht jede beliebige 
Anzahl von Gleichungen in dieser Weise bezeichnen kann. 
Außerdem ist man mit der Reihenfolge der Buchstaben 
doch keineswegs so vertraut wie mit der natürlichen 
Zahlenreihe. 

Wurde oben bereits die Reihenfolge der Gleichungen 
durch Zahlen (Indizes) charaklerisiert, so wollen wir noch 
einen Schritt weitergehen und nicht nur die Gleichungen 
zählen, sondern auch die Unbekannten. Man läßt dabei 
den Buchstaben x für die Unbekannten übrig, die dann 
z. B. heißen x^^ x^^ . . . , a-„ ; aber auch die Koeffizienten 
der Unbekannten werden aUe durch einen Buchstaben 
ausgedrückt, meistens durch a , und zwar derart, daß ein 
erster Index an a angeben soll, in welcher Gleichung 
derselbe als Koeffizient vorkommt, und daß ein zweiter 
danebenstehender Index die Unbekannte markiert, deren 
Koeffizient er ist. Demzufolge wird a^^ den Koeffizienten 
in der vierten Gleichung von x,j darstellen und a„„ den 
in der w-ten Gleichung von x^ , falls n lineare Gleichungen 
mit n Unbekannten vorliegen. 

Zur weiteren Erläuterung dieser Bezeichnungsweise, 
die zuerst von Leibniz angewendet wurde (er schrieb 
allerdings nur die Indizes hin und hob immer wieder 
hervor, daß es keine Zahlen seien), die aber schon früher 
die Araber gekannt haben sollen, mag das fQher durch- 
geführte Beispiel {Ä) zum Teil in der neuen Schreibweise 
angegeben werden: 



§ 5. Definition der Determinanten. 



25 



^21 *^1 I ^2 ^2 1 ^23 "^S 



flf 



^1 = 



%1 ^1 "T %2 ^2 I ^13 ^3 — ^1 J 

= ^2 J 
31 ^1 "T ^32 ^ "T ^33 ^3 ^^ ^3 » 

rn^ ^22 033 ^ ^'l ^32 ^23 + '^h ^^32 ^3 
^2 ^2 ^33 + ^3 %2 ^23 ~ ^3 ^22 %3 
^11 «22 0^33 — %1 «82 «23 + «21 «32 «13 
— «21 «12 «33 4" «31 «12 «23 «31 «22 «13 

Analog x^ und x^ . 

Obwohl die neue Bezeichnungs weise zunächst umständ- 
licher aussieht als die frühere, werden die folgenden Unter- 
suchungen ihre Notwendigkeit bald hervortreten lassen. 

Yiele Schriftsteller, z. B. Jacobi und Hesse, setzen den 
zweiten Index zur besseren Unterscheidung rechts oben 
an den Buchstaben, wobei natürlich stets zu beachten ist, 
daß man es nicht mit Potenzen zu tun hat. Dem Pro- 
dukt a^j «22 «33 würde da entsprechen aj al al . 



IL Theorie der Determinanten. 
§ 5. Definition der Determinanten. 

Denkt man sich n^ Größen gegeben, so kann man sie 
stets in folgendem Schema anordnen: 



a 



11 



«12 «13 



«21 «22 «23 



«31 «32 «33 



«in 
«2n 
«3n 



l a 



nl 



a 



n2 



a 



nS 



a 



nn •' 
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Die einzelnen Größen mögen in Zukunft die Elemente 
des Schemas genannt werden; es sollen femer die hinter- 
einanderstehenden Elemente als solche derselben Hori- 
zontalreihe oder Zeile bezeichnet werden und die unter- 
einanderstehenden als solche derselben Yertikalreihe oder 
Kolonne. Zeüen und Kolonnen zusammen gibt man auch 
den gemeinsamen Namen Parallelreihen. 

Aus dem Schema geht ohne weiteres hervor, daß die 
ersten Indizes angeben, in welcher Zeile jedes Element 
steht, und daß die zweiten Indizes die Kolonne des Ele- 
mentes im Schema bezeichnen. Somit gehört das Ele- 
ment a^jj. der i-ten Zeüe und der k-ten Kolonne an; um- 
gekehrt müssen sich die i-te Zeile und die A:-te Kolonne 
im Element üif. kreuzen. Yon den Elementen 

sagt man, daß sie der Hauptdiagonale des Schemas 
angehören, während die Elemente 

%nj ^2,n-lj ^3yn-2j • • • j ^n-1,2 7 ^nl 

die Nebendiagonale büden. 

Aus den Elementen des obigen Schemas sollen nun 
alle möglichen Produkte in der Weise gebildet werden, 
daß von jeder Zeile und von jeder Kolonne zu jedem Pro- 
dukt nur ein Element genommen wird, so daß lauter 
Produkte mit n Faktoren entstehen. So nehme man z. B. 
aus der ersten Zeile a^^^ aus der zweiten Zeile ff2tj, aus 
der dritten öfg^ und so weiter, schließlich aus der «-ten 
Zeile Qni^ . Dabei sollen die Zahlen t^ , ?2 , ...,*„ ^^^ 
andeuten, daß aus jeder Zeüe ein ganz beliebiges Element 
genommen werden kann, nur jedesmal ein solches einer 
anderen Kolonne; es müssen also die Zahlen «i , 4 > • • • j ^n 
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dieselben Zahlen wie 1, 2, 3, . . ., n sein, aber in einer 
beliebigen Eeihenfolge. 

. Man wird offenbar so viele Produkte bilden können, 
als man die Zahlen von 1 bis n in anderer Reihenfolge 
hinschreiben kann, oder mit anderen Worten, sooft man 
n Zahlen permutieren kann. Somit gibt es nl solche 
Produkte. 

Der einfacheren Schreibweise wegen geht man nicht 
von dem beliebigen Produkt 

aus, sondern von 

und permutiert die zweiten Indizes; dieses Produkt der 
Hauptdiagonalelemente nennt man das Hauptglied. 

Jedes Produkt soll positiv oder negativ genommen 
werden, je nachdem die Permutation der zweiten Indizes 
bezüglich der festgesetzten Grundpermutation (1, 2, . . ., w) 
der ersten (positiven) oder der zweiten (negativen) Per- 
mutationsklasse angehört. So wird z. B. das Glied 
^12 ^21 ^33 ^44 ••• ^nn ^^tö negative Vorzeichen erhalten 
müssen, denn die Permutation (2, 1, 3, 4, . . ., n) geht 
aus der Grundpermutation durch eine Transposition hervor. 
Andererseits wird das Nebendiagonal glied öinö^2,n-i • • «^ni 
nach den früheren Betrachtungen über die inverse Per- 

— (n-l) 

mutation das Yorzeichen von (—1)^ erhalten. Dann 

wurde früher schon festgestellt, daß es ebensoviel Per- 
mutationen der ersten als der zweiten Klasse gibt, woraus 
folgt, daß von den n! Produkten die eine Hälfte positiv, 
die andere Hälfte negativ ist. 

Unter der n-gliedrigen Determinante D der im 
obigen Schema n^ enthaltenen Größen versteht man nun 
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die Summe der eben näher angegebenen n! Produkte; 
man findet auch die Bezeichnung w-reihige Determinante, 
oder Determinante w-ten Grades bzw. n-ter Ordnung. 

Nach Cauchy bezeichnet man diese Determinante da- 
durch, daß man die im obigen Schema enthaltenen n^ 
Größen a in derselben Weise hinschreibt, aber zwischen 
zwei vertikale Striche setzt, wodurch ein für allemal an- 
gedeutet sein soll, daß von den darin enthaltenen n^ Größen 
jene Summe von den mit den richtigen Vorzeichen ge^ 
nommenen w! Produkten aus je n Größen gebildet wer- 
den soll: 



a 



11 



a 



12 



a 



13 



(1) 



D = 



^21 ^22 ^23 
^31 ^32 ^33 



«21» 
0^3 n 



a. 



a 



nl "n2 "^n3 



a. 



a. 



nn 



In älteren Werken findet man noch die Yandermonde- 
sche Darstellung: 



(11) 



D = 



1 


2 


3 


• • • 


n-l 


n 


1 


2 


3 


• • • 


n 1 


n 



Noch einfacher ist folgende Darstellung, die der letzten 
ähnlich ist: 



(TU) 



i) = 



12 3 
12 3 



n 



Jacobi führte (ebenfalls nach Cauchy) folgende Be- 
zeichnungsweise von D ein, um das Entstehen der Sunune 
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der zur Hälfte positiven, zur Hälfte negativen nl Glieder 
aus dem Hauptgliede anzudeuten: 

(lY) jD = 2'±aii022---«nn. 

Noch kürzer schrieb Kronecker: 
(Y) D =\aii\ (wo i und ^- = 1 , 2 , 3 , . . . , w) . 

Die Bezeichnungen (II) bis (Y) sind natürlich nur Ab- 
kürzungen; sind die n^ Elemente wirklich durch einzelne 
Werte gegeben, so kann nur die Schreibweise (I) in Be- 
tracht kommen. 

Der oben gegebenen Yorschrift zur Bildung oder, wie 
künftig gesagt werden soU, zur Entwicklung der 
Determinante, nämlich aus jeder Zeile und Kolonne 
nur ein Element zur Bildung eines Gliedes zu nehmen, 
wird offenbar ebenso entsprochen, wenn man dort nicht 
aus der ersten Zeile a^^, sondern aus der ersten Kolonne 
ein beliebiges Element, z. B. aj^i , aus der zweiten Zeile 
nicht a^i,, sondern aus der zweiten Kolonne ay,2 ^sw., 
aus der letzten Zeile nicht flr„^ , sondern aus der letzten 

Kolonne a^^^ herausgreift, wobei die Indizes ii , j^g ? • • • j Jn 
wieder die Zahlen 1 , 2 , . . . > n , nur in anderer Beihen- 
folge, sein eiollen, imd von diesen n Elementen das Pro- 
dukt bildet: 

Hieraus erhält man ebenfalls alle obigen nl Produkte und 
zwar dadurch, daß man alle Permutationen der ersten 
Indizes bildet. 

Diese zweite Bildungsmöglichkeit der n! Produkte 
folgt auch daraus, daß man jedes Glied der auf die erste 
"Weise erhaltenen Entwicklung durch Umstellung der Fak- 
toren so schreiben kann, daß nicht die ersten, sondern 
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die zweiten Indizes in der natürlichen Zahlenreihe auf- 
treten; es werden dann eben die ersten Indizes die n! Per- 
mutationen der Zahlen 1 , 2 , 3 , . . . , w darstellen. 

Unter Berücksichtigung dieser letzten Betrachtungen 
kann nunmehr folgendes 



Bildungsgesetz der Determinante w-ter Ordnung 

aufgestellt werden: 

Die Determinante 



i) = 



a 



11 



a 



in 



a 



nl 



a 



nn 



wird dadurch gebildet, daß in dem Hauptglied 
^11 %2 • • • ^nn dl® ersten oder die zweiten Indizes 
auf alle möglichen Arten permutiert werden. 
Jedem der so entstandenen Produkte wird das 
positive oder das negative Yorzeichen gegeben, 
je nachdem die zugehörige Permutation der In- 
dizes zur selben Permutationsklasse gehört wie 
(1, 2, . . ., ri) oder nicht. Die Summe aller dieser 
Glieder ist die obige Determinante D . 

Einige Beispiele mögen das eben entwickelte Bildungs- 
gesetz erläutern. 

Zweigliedrige Determinanten. 
Zwei Elemente lassen nur zwei Permutationen zu; ist also 



D = 



a 



11 



a 



12 



a, 



21 



a 



22 



so geben z. B. die ersten Indizes im Hauptglied a^^ a^^ die 
zwei Permutationen (1, 2) und (2, 1), wobei die erste natür- 
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lieh bereits durch das Hauptglied dargestellt wird; ebenso 
können auch die zweiten Indizes permutiert werden, so dal} 

D = a^i aga — «21 «12 = «11 «22 — ^18 «21 • 

Hiernach ist: 
«1 h 

«2 ^2 



= a^ &j, tta &i ^: a^ &2 ^1 «2 , 



wobei einmal die Indizes, dann die Buchstaben permutiert 
wurden. 

Zahlenbeispiel: 



3 —7 
2 5 



= 15 — (—14) = 29. 



Dreigliedrige Determinanten. 
Drei Elemente lassen 3 ! = 6 Permutationen zu, nämlich : 

(1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1), 

so daß, einmal die zweiten, dann die ersten Indizes permutiert, 
sein wird: 



a 



11 



'12 



a 



13 



a, 



21 



a 



22 



a 



a 



31 



a 



32 



23 



'33 



= «11 «22 «33 — «11 »23 «32 + «12 «23 «31 

— «12 «21 «33 + «13 «21 «82 — «u «22 «3I 

^ «11 «22 «33 — «11 «32 «28 + «21 «32 «13 

— «21 «12 «33 + «81 «12 «23 " «31 «22 «13 • 

Diese Entwicklung schreibt man oft auch so, daß man 
aus je zwei Gliedern Elemente derselben Parallelreihe aus- 
klammert, z. B. 

«11 («22 «38 «28 «32) + «12 («28 «31 — «21 «33) + «13 («21 «32 — «22 «3l) 

= «12 («28 «81 — «21 «33) + «22 (•••) + «82 (•• •) 
= «13 (• • •) + «23 (• • •) + «38 (• • •) • 
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Man erkennt leicht, daß man die Klammern wieder als 
Determinanten schreiben könnte, z. B. : 



a 



11 



a„ 


«23 


+ «12 


«23 


«21 


+ «18 


«21 


«22 


ötaa 


«38 




«33 


«31 




«31 


«82 



Nach Jacobi könnte man dieselbe Determinante auch 
schreiben : 



2' i a^i a^a »88 ^ 
z^E— 2'±aiaa2ifl38 = 

Ist gegeben 



2" db Cfu «23 «32 = -^i «12 «23 «31 
2 ± «13 a.2i «32 = 2 ± «13 «22 «jj . 



«1 6jL Cj 

«2 ^2 ^2 
«8 ^3 Cz 1 

80 kann man entweder die Zahlen oder die Buchstaben permu- 
tieren : 

«1 ^2 ^3 «1 ^8 ^2 + «2 ^8 ^1 «2 ^1 ^8 + «3 ^1 ^2 «3 ^2 ^1 

— «1 &2 C» «1 ^2 ^8 + ^1 ^2 «3 ^1 «2 <^8 + ^1 «2 ^3 <^1 ^2 «3 • 

Hiemach lassen sich die Lösungen von {Ä) in § 1 schreiben : 



X = 



Für die Entwicklung der dreigliedrigen Determinante hat 
Sarrus eine Regel angegeben, die aus folgendem Schema er- 
sichtlich ist: 



w, 


h 


Ci 




«1 ^ 


Cl 




m. 


K 


C2 


• 


«2 ^2 


^2 


analog y und z . 


»»8 


&8 


^3 




«8 ^ 


^8 





''« .'« l*^ .*» 



K 



//.^x< \ 



o, 



«2 ^2 



«8 ^8 



Die Produkte ans den Elementen parallel der Haupt- 
diagonale (durch einfache Striche verbunden) geben die positiven 
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und die pamllel der Nebendiagonale (durch Doppelstriche ver- 
bunden) die negativen Glieder der Determinante: 

«1 K Cj + &i Cj Oj + c^ «2 ^8 — ^1 ^2 «8 ■— ^i ^2 h — ^1 «a ^t • 

Man schreibt also die beiden ersten Kolonnen noch einmal 
hinter die dritte; so findet man z. B.: 



D = 



3 1 3 
2 4 5 
8 1 



= — 46 aus 



4 5 2 



8 1 



8 



D = 3-4-l + 1.5-8 + 3-2-0 — 3-4-8 — 3-5-0 — 1.2-1 
= 12 + 40 — 96 — 2 =—46 . 

Bei einiger Übung gelingt es einem bald, sich die beiden 
Kolonnen hinzuzudenken nnd sofort die Entwicklung hin- 
lEuschreiben: 



1 
1 
1 



a a* 
b h^ 



= hc^ + ab^ + a^c — ä^b — 6" c — ac^ 
= bc(c — b) + a b(b] — a) + a c(a — c) . 



!Es sei jedoch nochmals darauf hingewiesen, daß diese Ent- 
wicklung nur für dreigliedrige Determinanten gilt. 

Die Entwicklung einer viergliedrigen Determinante weist 
offenbar 24 Glieder und eine solche fünfter Ordnung 120 
Glieder auf; die wirkliche Bildung wird da schon einiger- 
maßen umständlich. Es soll darauf noch einmal zurückgekommen 
werden. 

Definition der Matrices. 

Ist ein System von m • n Elementen a^^ voi^elegt, 
woi=l,2, ...,w und ä;=1,2, ...,n: 



«11 



a 



12 



a 



21 



a 



22 



«m 
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so nennt man nach Cayley folgendes öebilde: 



«11 «12 



a 



21 



a, 



28 



«m 



a. 



ml 



a 



m2 



a. 



mn 



die Matrix der m • n vorgelegten Elemente. Man erhält 
natürlich eine größere Anzahl Zeilen als Kolonnen, oder 
Tungekehrt eine größere Kolonnenzahl, je nachdem m > n 
oder w < n . Yom Werte einer solchen Matrix kann 
man jedoch in dem bisherigen Sinne nicht reden, sondern 
man untersucht die Determinanten, welche eine solche 
Matrix (Mutterdeterminante) enthält. Man kann z. B. 

bei w > w auf ( | verschiedene Weise n Zeilen heraus- 

greifen und damit I 1 verschiedene n-gliedrige Deter- 
minanten bilden: ^ ^ 



«1 \ 

«2 ^2 
«S ^3 


• 
• 


«1 ^1 
«2 h 


J 


«1 ^1 
«3 ^3 


? 


«2 h 

«3 ^3 



Den Zusammenhang dieser 



C) 



Determinanten unter- 



einander festzustellen, -wird dann eine Aufgabe der Theorie 
der Matrizes sein, die Cayley stets von der Determinanten- 
theorie getrennt wissen wollte. 

Ist w 4= w, so spricht man von einer rechteckigen 
Matrix, während w = w die quadratische Matrix, die 
Determinante liefert. In diesem Sinne sprechen manche 
Autoren in bezug auf das Schema 



«11 



«m 



a 



nl 



a. 



nn 
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stets von der Matrix und rücksiohtlich des dadurch fest- 
gesetzten Wertes von der Detemrinante der Matrix. 

§ 6. Hauptsätze der Determinaiiten mit 
einigen Folgerungen. 

Aus der doppelten Bildungsweise der Determinanten 
(Permutation der ersten oder der zweiten Indizes!) geht 
hervor, daß in der Entwicklung die ersten Indizes mit 
den zweiten vertauscht werden können. Die ersten In- 
dizes charakterisieren die Zeilen und die «weiten die 
Kolonnen. Demnach bedeutet die eben erwähnte Yer- 
tauschbarkeit der ersten Indizes mit den zweiten nichts 
anderes als die Möglichkeit, in einer Determinante die 
Kolonnen mit den Zeilen vertauschen zu können. Diese 
Überlegung führt zu dem 

1» Satz. Eine Determinante ändert ihren "Wert 
nicht, wenn die Zeilen als Kolonnen und die 
Kolonnen als Zeilen geschrieben werden. 

b a a 



a 



a 



y 



a 
b 



= ab' — a'^ , 







«1 


h 


<^1 


dr 




«1 


«2 


<h H 






Ci 


h 


<"2 


d. 


_ h 


Ö2 


h h 






«3 


h 


<^ 


^3 




<\ 


^2 


Cg C^ 


j 




«4 


h 


^4 


^4 




dl 


d. 


fl?3 d^ 






flu ( 


«12 


«18 


• • • 


«m ' 


«11 


«21 


Ogj . . . a„2 




«21 


"22 


«23 


• • • 


«21. 




«12 


«22 


«32 • • • «n2 




^1 < 

• • 


• • 


• 


• • • 
• • 


«Sn 

• • 




«13 

• • 


«28 

• 


«33 * • • «n3 




«nl ' 


'»»2 


a«3 


• • • 


^nn 




«m 


«2»» 


«3n • • • ^nn 












/ ^ . 










3* 



6o(ö 
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Bez. and. Beisp., auc^ d. folg. Sätze, vgl. „Nied. 
Analysis" v. Sporer, Samml. Göschen, Bd. 53. 

In den angeführten Determinanten sind die Haupt- 
diagonalen erhalten geblieben; dementsprechend hat man 
diese Umänderung einer Determinante als „Umklappen 
um die Hauptdiagonale", auch als „Stürzen" bezeichnet. 

Nach dem Bildungsgesetz ist aus irgend einer Parallel- 
reihe in jedem Produkt der Entwicklung stets ein Ele- 
ment vorhanden. Hieraus erklärt sich der 

2* Satz» Eine Determinante ist ihrem Werte 
nach Null, falls die Elemente einer Parallelreihe 
allö verschwinden. 



a. 



«2 ^2 ^ ^2 





a. 



h 



'4: 



= 



Wird in jeder der n\ Permutationen, welche die 
nl Glieder der Determinante charakterisieren, eine be- 
stimmte Zahl mit einer anderen ebenfalls bestimmten 
Zahl," also z. B. überall 5 mit 7, vertauscht, so können 
sich die n\ Permutationen in ihrer Gesamtheit nicht ge- 
ändert haben, während jede einzelne Permutation die 
Klasse gewechselt haben muß. Einer Yertauschung 
zweier Zahlen (Indizes) kommt bei der Determinante 
eine Vertauschung zweier Parallelreihen gleich, und dem 
Klassenwechsel jeder Permutation entspricht ein Zeichen- 
wechsel jedes Gliedes in der Entwicklung der Deter- 
minante. Daraus folgt der 

3. Satz. Eine Determinante ändert ihr Vor- 
zeichen, sobald man zwei ihrer Parallelreihen 
vertauscht. (Vandermonde, Laplace.) 
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7 
2 


5 
3 


- 11 


, 


5 7 
3 2 


— — 




«1 


h h 




02 *2 


Cg 




«2 


^2 ^2 




Ol fei 


^ 




«8 


^3 ^3 




<h h 


«•s 



JI "11 ^22 ^35 ^44 ^53 



^ ± ^11^2 ^33 «44 ^55 = —^ ± ^1 

Werden die Zeilen (Kolonnen) beliebig untereinander 
vertauscht, wird also die Permutation der Zeilen ge- 
ändert, so tritt bei jedem Glied der Entwicklung eine 
entsprechende Änderung in der Reihenfolge der Indizes 
ein. Gehört die neue Permutation zur selben Klasse 
wie die alte, so braucht kein Zeichenwechsel einzutreten, 
aber wohl im andern Fall. Das besagt der 

4. Satz. "Eine Determioante behält ihr Vor- 
zeichen oder ändertes,fallsdieZeilen(Kolonnen) 
untereinander permutiert werden, je nachdem 
die neue Permutation bezüglich der Zeilenfolge 
zur selben Klasse als die alte gehört oder nicht. 

Hieraus folgt, daß die Determinaote n-ter Ordnung 



mit 



(—1)2 multipliziert werden muß, sobald die 



Reihenfolge der Zeilen (Kolonnen) umgekehrt hinge- 
schrieben wird. Ein anderes Beispiel ist: 

2+ (hl 0^22 ^33 ^44 ^5 = -^ + ^1 «52 ^Ü «34 «45 > 

da (1 2 3 4 5) imd (25134) zur selben Klasse gehören. 
Eine weitere Folgerung aus (4) ist der 
6* Satz. Eine Determinante ist mit (— 1)*"""* 
zu multiplizieren, sobald m Parallelreihen zy- 
klisch vertauscht werden. 

Stimmen zwei ParaUelreihen einer Determinante D 
in den entsprechenden Elementen überein, so geht, bei 
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Vertauschimg dieser beiden Eeihen nach (3) D über 
in ;— D. Andererseits kann sich aber D nicht ändern, 
da die beiden Parallelreihen identisch waren; es müßte 
also sein j^ __ __2) 

was nur f ür D = möglich ist. Also ergibt sich der 
6. Satz. Eine Determinante ist ihrem Werte 
nach Null, sobald zwei Parallelreihen überein- 
stimmen. (Yandermonde, Laplace.) 

a h c d 

7 



e 
a 
% 



f 
b 

k 



c 

9 
e 

l 



h 
d 
m 



= oder 



1 
4 



2 

—3 




7 
1 
4 



= 0. 



Die folgenden beiden Sätze sind nur andere Ausdracks- 
formen für (6): 

(6A) Eine Determinante verschwindet, sobald 
man die Elemente einer Parallelreihe durch die 
entsprechenden einer anderen ersetzt. 

(6B) Eine Determinante verschwindet, sobald 
man in einer Zeile (Kolonne) den ersten (zweiten) 
Index durch den einer anderen Zeile (Kolonne) er- 
setzt. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft drückt aus der 
7. Satz. Multipliziert man alle Elemente einer 
Parallelreihe mit ein und derselben Zahl/?, so 
wird der Wert der Determinante mit p multi- 
pliziert. 

Es folgt dies aus der schon oben erwähnten Eigen- 
schaft der Determinante, daß jedes Glied der Entwick- 
lung eins der mit p multiplizierten Elemente enthält 



1 2 

7 15 



= 3 (15 -14) = 3 = 



3 2 

21 15 



= 45-42, 
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P 



Ol b^ 



»2 



^ 



'2 



^8 



«1 



«2 



«8 



&. ^ 



'2 



P 



Gilt das eben Erwähnte von allen ParaUelreihen, so kann 
man sagen: 

(7A) Riüe n-gliedrige Determinante ist darch 
^ teilbar, wenn jedes Element durch p teilbar ist. 

Satz (7) läßt sich auch dahin ausspreche : 

(7B) Man multipliziert eine Determinante mit 
einer Zahl, indem man die Elemente irgend einer 
'Farallelreihe mit dieser Zahl multipliziert.* ■ 

Für p = —1 ergibt sich der 

8. Satz. Die Yorzeichen einer Parallelreihe 
können in die entgegengesetzten verwandelt 
werden, falls gleichzeitig die Determinante das 
entgegengesetzte Yorzeichen erhält. 



—a 



d 



a 



d 



Ebenfalls eine Folge von (7) unter Berücksichtigung 
von (6) ist der 

9. Satz. Eine Determinante verschwindet, 
falls die Glieder einer Parallelreihe proportional 
den entsprechenden Gliedern einer anderen sind. 



a 



a 



a 



a 



// 



/// 



b p*a d 
y p^a' d' 
y^ p • a^' d 



// 



p • a 



/// 



r/// 



=.p 



a b ad 

a' y a' d' 

a'' y' o." d'' 

a'" y" of" d'" 



= 0. 
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Es mögen jetzt in einer n-gliedrigen Determinante 
die Elemente einer Zeile (z. B. der i-ten) aus je m Sum- 
manden bestehen: 

ö»i = ^1 + Ä + 7i + • • • 
0%^ = «2 + Ä + ^2 + • • • 



(^in = Oi.n + ßn + 7n +. • • • 



Dann weist in der Entwickltmg der Determinante 
jedes Glied eine solche Summe als Faktor auf; das Haupt- 
glied heißt z. B. 



Oji 0^2 . . . a<-i, <-i • (ä< + ßi'\-yi+ . . .) • ö^i+i> ♦+! ...•«, 



nn 



Die Summe aller dieser n\ Glieder kann (durch Aus- 
multiplikation) in w*n! Glieder zerlegt werden. Dabei 
mögen erst alle Glieder mit äj , «3 , . . . a^ hingeschrieben 
werden, dann diejenigen mit ßit ß^t - - -i ßn ^sw. Auf 
diese "Weise wird man folgende m Determinanten er- 
kennen: 



^11 • • • ^In 



K + A +•••)••• (^n + /8n +.• .) 



a„i . . . a^n 



^11 • • • ^In 




Äj • • . Äjj 


+ 


Ö^nl • • • ^nn 





a^i . . . a 



In 



ßl • • • ^n 



^n 1 • • • ^ 



nn 



~r • • • 7 
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oder wenn man Zeilen und Kolonnen vertauscht: 
^11 • • • (^1 + Ä + • • •) • • • ^nl 

%n • • • \^n ~r Pn i • • •/ • • • ^nn 

Ojj ' ' ' ßi • • • ö^nl 

«1« • - • i»» • • • «»« 



CZ44 ... 0^\ ... t«y|4 



«1: 



a 



a 



nn 



+ 



+ ... 



Das Ergebnis dieser Betrachtung kann zusammen- 
gefaßt werden in den 

10. Satz. Sind in einer Determinante die Ele- 
mente einer Parallelreihe Aggregate von je 
m Gliedern, so läßt sich diese Determinante in 
ein Aggregat von m Determinanten zerlegen, 
die in allen Teilen mit der früheren überein- 
stimmen und nur an Stelle der zusammengesetz- 
ten Parallelreihe je eines der m Glieder enthält. 

Umgekehrt kann man hiemach die Summe zweier 
oder mehrerer Determinanten vom w-ten Grad mit 
{n — 1) gleichen Zeilen (Kolonnen) als einzige Deter- 
minante schreiben. 



«1 ^1 + A - 71 

0^2 0C2+ ßi — y% 

H ^3 + Ä - ^3 



^1 



'2 



«1 


«1 \ 
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Die Sätze (9) und (10) führen zusammen zum 
11. Satz. Eine Determinante ändert ihren 
Vert nicht, falls man zu den Elementen einer 
Parallelreihe die mit einer beliebigen Zahl p 
multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
andern Parallelreihe addiert. (JacobL) 

Die veränderte Determinante zerfällt nämlich nach 
(10) wieder in zwei Determinanten^ von denen die eine 
gleich der ursprünglichen ist und die andere nach (9) 
verschwindet, wie aus folgendem Beispiel hervorgeht: 
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ff 
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y' 
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ff 
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ff 
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ff 



p»a 
p • a 



ff 



= 0. 
Bemerkenswert ist der Sonderfall p = 1. 
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Macht man von den bisher entwickelten Sätzen einen 
zweckmäßigen Gebrauch, so kann man oft die Berech- 
nung einer Determinante bedeutend vereinfechen. 

Beispiel: 



13 17 
10 15 



8 10 

7 9 



14. 16 8 11 
22 31 15 21 



3 2 
10 15 



1 
7 
1 
1 



1 
9 
2 
3 



3 2 


1 1 




-8 3 
4 1 


1 3 
1 2 




2 1 


1 3 





4 1 
2 1 

3 2 11 
-11 10 2 

1-10 1 
-1 -10 1 

Die zweite Determinante folgt aus der ersten durch Ver- 
minderung der Elemente der ersten und dritten Zeile um 
die entsprechenden Elemente der zweiten Zeile und durch 
Verminderung der Elemente der vierten Zeile um die mit 2 
multiplizierten entsprechenden Elemente der zweiten Zeile. 
Die dritte Determinante folgt aus der zweiten durch Ver- 
minderung der Elemente der zweiten Zeile um die mit 6 
multiphzierten entsprechenden Elemente der ersten Zeile. Jetzt 
hat man erreicht, daß die Elemente einer Parallelreihe alle 
untereinander gleich sind. Die vierte Determinante folgt aus 
der dritten durch Subtraktion der Elemente der ersten Zeile 
Je von den entsprechenden Elementen der zweiten, dritten 
und vierten Zeile. Dadurch hat man eine Determinante er- 
halten, deren Elemente einer ParaUelreihe alle bis auf eins 
verschwinden. Wie sich die Berechnung einer solchen Deter- 
minante weiter gestaltet, wird im nächsten Paragraphen (3. Satz) 
gezeigt. 

Denkt man sich in 
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jedes Element mit p^^^ multipliziert, wobei i der erste 
Index und k der zweite Index des Elementes sein soll, 
so wird z. B. das Glied 

Ö^Iäj (Hat ^«« • • • ^««n 
übergehen in 

so daß das Glied ai^^ ... ö««^ den Faktor 

pl-tXx+2-ai+ . . . +»-«11 

bekommt. Nun sind aber die Zahlen a weiter nichts als 
die Zahlen von 1 bis n in irgend einer Anordnung; ihre 
Summe ist demnach ebenso groß als die der Zahlen von 
1 bis n. Also ist dieser Faktor 

Jedes der n! Glieder der Determinante ändert sich dem- 
nach überhaupt nicht, woraus folgt der 

12. Satz. Eine Determinante ändert ihren "Wert 
nicht, wenn man jedem Element die {i — Äj)-te 
Potenz von irgend einer Zahl jo alsFaktor beifügt, 
wobei i die Zeile und k die Kolonne angibt, die 
^ich in dem betreffenden Element kreuzen. 

Für p = — 1 wird ein Teil der Elemente negativ, 
während die anderen Elemente unverändert bleiben. Man 
nennt dann diejenigen Stellen der Determinante, an denen 
positive Elemente stehen, gerade und die anderen un- 
gerade Stellen. 
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§ 7. Unterdeterminanten im engeren Sinne. 

Nach, dem Entwicklungsgesetz werden von den n! 
Gliedern der Determinante 



D = 



Oji . . . üi^ 



(tf^i ... a,|„ 

eine ganze Anzahl das Element c^^ als Faktor haben; 
ihre Summe sei a^^ J^ . Yon den übrigbleibenden 
Gliedern werden dann einige den Faktor a^^ haben; 
ihre Summe sei o^g -^12 • ^^° ^®^ nunmehr übrigbleiben- 
den Gliedern werden wieder diejenigen zusammengefaßt, 
welche 0^3 als Faktor aufweisen, und ihre Summe mit 
«13 ^13 bezeichnet usw. Schließlich werden nur solche 
Glieder übrigbleiben, die a^ als Faktor aufweisen: sie 
werden mit (hn^in bezeichnet. Demnach kann man 
schreiben: 

Es muß noch darauf hingewiesen werden, daß jede einzelne 
Teilsumme auch die Gesamtheit aller Glieder ist, welche 
das betreffende Element als Faktor haben. Würde man 
nämlich annehmen, es befände sich z. B. außer den durch 
(hr^ir dargestellten Gliedern in den vorausgenommenen 
bereits ein solches, welches aj^ enthält, so müßte das- 
selbe außer ai^ sicher noch eins der Elemente o^ , o^g , 
. . ., cbi^f_i enthalten, also zwei Elemente einer Parallel- 
reihe, was bekanntlich ausgeschlossen ist. 

Greift man nicht die Elemente der ersten Zeile, son- 
dern die einer beliebigen, z. B. der i-ten, heraus, so wird 
man in ähnlicher Weise schreiben können: 

P = a<i ^u + a^2 ^<2 + • • • + «in An j 
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wo also z. B. a<2 • -^f 2 ^^ Summe aller Glieder von D 
bedeutet, die das Element a^^ als Fattor enthalten. 

Ebenso kann man weiterhin die Elemente einer Ko- 
lonne bevorzugen: 

Eine derartige Darstellung der Determinante nennt 
man ihre Entwicklung nach den Elementen einer 
Parallelreihe. (Gramer, Canchy, Jacobi.) 

Man sieht aus diesen Betifachtungen, daß es n^ ganz 
bestimmte Größen Ä gibt, von denen jede einem be- 
stimmten Element zugeordnet ist, und zwar in der Weise, 
daß sie mit diesem Element multipliziert die Summe aller 
der Glieder der Determinanten liefert, welche das ihr 
zugeordnete Element als Faktor enthalten. . 

Die eben neu eingeführten Größen A sollen jetzt 
weiter untersucht werden. 

Zu diesem Zwecke mag ganz allgemein die Summe 
aller der Glieder gefunden werden, die das durch die 
i-te Zeile und Me Kolonne definierte Element o^^ ent- 
halten, also Oii A^]^ . 

Im Hauptglied 

^11 0^22 ... «1-1,1-1 (hi ö<+l,i+l ••• 
• • • ^k-l,k-l ^kk ^k+l,k+l • • • ^nn 

werde eine zyklische Yertauschung der ersten Indizes 
von 1 bis * vorgenommen: 

«il 0^12 ^23 • • • ^i-2,i-l «t-l.i ^i+l\i+l ' • • 
• • • ^*-l,t-l (^kk ^k-\-l,k+l • • • ^nn 7 

womit nach Früherem (S. 21) i — 1 Zeichenwechsel ver- 
bunden sind. Darauf werde eine abermalige zyklische 
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Yertauschung, und zwar der zweiten Indizes von 1 bis k 
vorgenommen: 

^iJe ^1 ^22 ' ' ' ^t-2,i-2 ^t-l,<-l ^i+l,i ^»+2,»+! • • • 
• • • ^i-l,i-2 ^h,k-l ^k+l,k+l • • • ^nn j 

womit abermals Zeichenwechsel, und zwar k — 1 ver- 
bunden sind. Im ganzen kommen also i-\- k—2 Zeichen- 
wechsel in Betracht, d. h. das letzterwähnte Glied hat den 
Faktor 

(_l)i+t-2 _(_!)<+* 

zu erhalten. 

Aus jedem einzelnen Glied der Determinante können 
alle anderen durch Permutation der ersten oder zweiten 
Indizes- bestimmt werden, d. h. es kann hinsichtlich des 
letzten Gliedes geschrieben werden: 

• • • ^k,k-l^k+lyk+l • ' • ^nn • 

Will man nur diejenigen Glieder aus der hierdurch 
dargestellten Gesamtanzahl nl haben, welche das Element 
Oii als Faktor enthalten, so scMießt man den ersten Index 
i bzw. den zweiten Index k von der Permutation der 
ersten bzw. der zweiten Indizes der Elemente aus. Das 
Element 0^ kann dann vor das Summenzeichen treten, 
was einem Ausklammem gleiclikommt. Somit erhält man: 

ö<*-^»t =(— l)*'^*-ötf-^ + «ii • • • «t-i,t-i«t+i,< • • • 

• • • ^*,i-l^*+l,i+l • • • ^nn 

oder 

^it = (— 1)*"^*"^±«11 . . . öt-l,t-lfl<+l,i • • • 

• • • ^k,k-l^k+l,k+l ' ' • ^nn • 

Das ist aber nichts anderes als eine mit (— l)*t* 
multiplizierte (w — l)-gliedrige Determinante; in ihrem 
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Hauptglied folgen die Indizes in der natürlichen Zahlen- 
folge aufeinander, jedoch fehlt bei den Zeilenindizes i imd 
bei den Kolonnenindizes k. 

Die neue Determinante geht somit aus der ursprüng- 
lichen hervor, indem man dort die i-te Zeile imd die Ä-te 
Kolonne unterdrückt (ausläßt): 



= (^Ui+h 



Ak^i-l) 



«11 


• «l,i-l : «l,t+l 


' • ^In 


«'»-1,1 • 


• • «<-l,i-l 1 «i-l,i+l • 


• • «i-l,n 


«i+1,1 • 


• • «»+l,i-l i «t+l,t+l • 


• • «i+l,n 



a 



«,i 



«n,t-l i «n,H-l 



... a 



nn 



Diese Determinante mit dem durch i und k definierten 
Yorzeichen bezeichnet man als Unterdeterminante des 
Elementes 0^ der Hauptdeterminante D . 

Es mag hier schon hervorgehoben werden, daß später 
ganz allgemeine Unterdeterminanten besprochen werden 
sollen, von denen die jetzigen Sonderfälle vorstellen, und 
in diesem Sinne wurde in der Überschrift von Unterdeter- 
minanten im engeren Sinne gesprochen ; vorläufig mögen 
die eben bestimmten Determinanten schlechtweg mit Unter- 
determinanten bezeichnet werden. 

Aus den bisherigen Betrachtungen ergibt sich folgende 

Definition der Unterdeterminanten: 

1. Satz, Man versteht unter der Unterdeter- 
minante Ai]^ irgend eines Elementes a^ von 



a 



D = 



11 
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a, 
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nn 



§ 7. Unterdeterminanten im engeren Sinne. 49 

diejenige Determinante, welche man erhält, 
wenn man in D die t-te Zeile und die Ä;-te Ko- 
lonne unterdrückt, versehen mit dem Vorzeichen 
von (—1)*+*. Diese Determinante J^jt hat die 
Eigenschaft, daß sie, mit a^^ multipliziert, die 
Summe derjenigen Glieder gibt, die in der Ent- 
wicklung von D das Element a^^ als Faktor ent- 
halten. 

In bezug auf die Yorzeichen mag an die Entwicklung 
von (14) in § 6 erinnert werden; man erkennt leicht, daß 
die Unterdeterminanten jener Elemente als positiv zu be- 
zeichnen sind, die an geraden Stellen stehen, und daß 
die andern negativ zu rechnen sind. Folgendes Schach- 
brettschema gibt hierfür einen Überblick: 
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-l- 




k • • 
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t • • 


-l- 




+ 


— 


• • 


• • 


+ 

• 


• • 


+ . 

• • 


» • • 



Ferner mag nochmals an die doppelte Darstellung von 
D erinnert werden in folgender Form: 

^=öil^il + ai2^»2+ • • • + Clin An (*'=l7 2, . . ., w), 
^ = «lfc^lt + «2ifc-^2Jfc+ • • • +<^nkAk (^^ = 1, 2, . . ., W). 

Jede dieser Gleichungen stellt n Gleichungen dar, 
entsprechend den n "Werten von i bzw. k , so daß also D 
entsprechend den n Zeilen und n Kolonnen in 2 n-facher 
Weise nach Parallelreihen entwickelt dargestellt werden 
kann. 

Diese Darstellung wurde oben als Entwicklung der 
Determinante nach den Elementen von Parallelreihen be- 
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zeichnet; man kann sie mit demselben Recht als Ent- 
wicklung nach den ünterdeterminanten der Elemente von 
Parallelreihen betrachten. 

Beispiele: 



a^ &j Cj 

«2 ^a ^2 



a, 



h 



= a. 



&2 ^2 



a« 



h 



+ a. 






= ÖH(^2'^8 — ^<^2) — «2(^C8 — &8q)H-a,(&iCa — ftgC,). 
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31 
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41 



«12 «IS «14 



«22 «28 « 



24 



«32 «33 «34 
«42 «43 «44 



= a^i -4ii + ai2 ^12 + «18 -^13 + «14 -^14 

= «21 -^21 "T «22 -^22 • «23 "^28 "•" «24 -^24 

USW. 



I «22 «23 «24 
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«11 • ; «82 «33 «34 
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I «42 «43 «44 
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«42 «43 «44 



«11 «12 «14 
«31 «32 «34 



«41 «42 «44 
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+ a. 
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«31 


«38 


«34 


«41 


«48 


«44 


«11 


«12 


«18 


«31 


«32 


«33 


«41 


«42 


«43 , 



USW. 



Von der Bedeutung der Unterdeterminanten bekommt 
man femer einen Begriff, wenn man sich überiegt, daß 
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die Sätze (2), (7) und (8) von § 6 sich von selbst ver- 
stehen, sobald die dort erwähnten Determinanten nach 
den Elementen der dort besonders hervorgehobenen Zeilen 
entwickelt werden. 

Folgende Sätze ergeben sich ohne weiteres aus der 
Definition: 

2. Satz. Jede ünterdeterminante ist von den 
Elementen der sie bestimmenden Zeile und Ko- 
lonne unabhängig. 

3. Satz. Verschwinden in einer Zeile oder 
Kolonne alle Elemente bis auf eins, so reduziert 
sich der "Wert der Determinante auf das Produkt 
dieses Elementes mit seiner ünterdeterminante, 
also auf eine Determinante der nächstniederen 
Ordnung. (Jacobi.) 
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^1 



a. 
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d. 



<h 
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«4 



Hier mag daran erinnert werden, daß man nach den 
Entwicklungen im Anschluß an (IIA) § 6 jede Deter- 
minante auf die Form bringen kann, welche in diesem 
Satz verlangt wird: durch mehrmalige Anwendung des 
früheren Yerfahrens im Verein mit dem eben angeführten 
3. Satz läßt sich also der Grad einer Determinante be- 
liebig erniedrigen. Man erkennt hieraus die Bedeutung 
der Unterdeterminanten für die Auswertung der Deter- 
minanten. (Kronecker.) 

Durch fortgesetzte Anwendung von (3) läßt folgendes 
Beispiel einen andern Satz erkennen: 
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'11 »^22 "33 "^44 

4. Satz. Sind alle Elemente auf einer Seite der 
Hauptdiagonale Null, so ist die Determinante 
ihrem Werte nach gleich dem Produkt der Ele- 
mente der Hauptdiagonale. 

Der 4. Satz gibt ein Mittel an die Hand, jede Deter- 
minante in eine solche von der nächsthöheren Ordnung, 
allgemein sogar in eine solche von beliebig höherer Ord- 
nung zu verwandeln. Soll z. B. die dreigliedrige Deter- 
minante ^ h ^ 

a^ Oj Ci 



a. 



Qc 



'2 



'2 



'3 ^^3 ^3 

in eine fünfgliedrige Determinante verwandelt werden, so 
braucht man sie nur zu schreiben: 
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wobei die x und y vollständig willkürlich sein können. 
Die zweimalige Zerlegung in Unterdeterminanten führt 
auf die ursprüngliche dreigliedrige Determinante. 

Allgemein würde dieses „Verfahren der Rände- 
rung" (Säumung) einer Determinante auszusprechen 
sein: 

6. Satz. Soll eine Determinante n-ten Grades, 
ohne daß ihr Wert geändert wird, einen um mEin- 
heiten höheren örad erlangen, so setze man in 
die Verlängerung der Hauptdiagonale m Einsen 
und fülle die Stellen der hierdurch angedeuteten 
erweiterten Determinante auf der'einen Seite der 
Hauptdiagonale durch Nullen und auf der andern 
Seite durch beliebige Größen aus. 

Die 2 w-fach mögliche Darstellung einer n-gliedrigen 
Determinante (S. 49) in Verbindung mit den Sätzen (6) 
§ 5 führt zum 

6. Satz. Während die Summe der Produkte 
aller Elemente einer Parallelreihe mit den be- 
treffenden Unterdeterminanten die Deter- 
minante selbst ergibt, verschwindet die Summe 
der Produkte aller Elemente einer Parallelreihe 
mit den entsprechenden Unterdeterminanten der 
Elemente einer anderen Parallelreihe. (Gramer, 
Cauchy, Jacobi.) 

Man kann diesen Satz auch ausdrücken durch die 
Doppelgleichung : 

D falls i = r nnd k = 8 nnd entweder t 

oder k alle Werte von 1 bis n durchläuft. 

^a^iArs = <j Q ^jjjg ^ _^ ^ (^^gj. jt 4= ») und k und 8 

(oder t und r) gleichzeitig alle Werte von 
1 bis n durchlaufen. 
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Schließlicli mag noch die Bezeiclumngsweise der 
ünterdetenninanten durch Differentiation erwähnt wer- 
den. (Jacobi.) 

Werden die n^ Elemente a der w-gliedrigen Deter- 
minante 



Z) = 



^11 • • • ^In 



Clfil . . . 0,nn 



als voneinander unabhängige Variable betrachtet, so ist D 
nach dem Bildungsgesetz bezüglich jedes der n^ Elemente 
vom ersten Grad;" oder mit andern Worten, die Deter- 
minante D ist in 2 w-fach verschiedener Weise als lineare 
Funktion der Variablen einer Parallelreihe darstellbar. 

Differentiiert man unter der eben gemachten Annahme, 
daß alle Elemente voneinander unabhängige Variable sind, 
D nach a^jg , so können nur die durch a^^ A^^ dargestellten 
Glieder in Betracht kommen; da ferner Ä^jg auch von a^j. 
unabhängig ist, so kann man schreiben: 

dD ß{aa'Aa) 



daiji da, 



= A 



ik 



iJc 



Unter den gemachten Voraussetzungen darf man also 
sagen: 

7. Satz. Die bezüglich eines beliebigen ihrer 
Elemente gebildete Abgeleitete einer Determi- 
nante ist gleich der ünterdeterminante des be- 
treffenden Elementes. 

Sind die a im besonderen alle Funktionen von einer 
Variablen, z. B. von x , so kann man schreiben : 

dx Jmmj cüiT, dx ^^ ** dx 

ik ^'^ ik 
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Die Summe erstreckt sich über w* Glieder, demi i und k 
müssen alle Werte von 1 bis n annehmen. 

Führt man zunächst nur die Summation bezüglich 
k aus, so kommt: 

dD ^sri dUii ^ duii , , V^ j ^^n 



Führt man 



dCLu 

—z — = alt ein, und bedenkt man, daß 
dx 

jede einzelne Summe als Determinante geschrieben werden 

kann, so ist: 



dD 
dx 



^11 %2 • • • ^Ifi 
^21 ^22 • • • ^2n 



«nl ^n2 



a 



nn 



+ 



Oll «12 • • • ^In 
^21 ^2 • • • ^2n 



CLfil Ö^n2 



a. 



nn 



+ ... 



Man schreibt diese Gleichimg auch folgendermaßen: 
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Bevor auf die Unterdeterminanten in ihrer größten 
Allgemeinheit eingegangen wird, soll zunächst; an die bis- 
herigen Betrachtungen angeknüpft und die Entstehung 
und die Eigenschaften der 

(n — 2)-gliedrigen Unterdeterminanten 

besprochen werden. 
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Am Anfang von § 7 wurde die Aufgabe behandelt, in 
der Entwicklung von 



D=- 



^1 • • • ^In 



Ctfil ... ßjiit 



den Faktor von a^t zu bestimmen. Jetzt soll in derselben 
Entwicklung der Faktor von «iib-a,, bestimmt werden, 
wobei die Indizes i und r {i <Cr) zwei beliebige Zeüen 
und k und s {k <i s) zwei beliebige Kolonnen definieren 
mögen. 

Im Anfangsglied 



(Z^ ■* ... Cia a ... CLf m ... Cvi 



nn 



führt man eine zyklische Yertauschung der ersten In- 
dizes 1 bis i aus (i — 1 Zeichenwechsel) : 

ö^*1 fliO flfoQ . . . öi_1 i Cfi,1 .•. 1 . . . Qmr ' . ' et, 



Hl "12 "23 • • • "t-l,,i "i+l,t+l • • • 



rr ' • ' ^nn 



und hierin eine ebensolche der ersten Indizes von 1 bis r , 
wobei zu beachten ist, daß der Index i fehlt (r — 2 weitere 
Zeichenwechsel): 

Qu «,2 ^13 • • • ^i-2,t ^i-lyi+l ^t-|-l,i+2 • • • 
• . . (^r-i^r ^r+l,f+l • • • ^nn • 

Jetzt läßt man die ersten Indizes in dieser Aufeinander- 
folge stehen und führt eine zyklische Yertauschung der 
zweiten Indizes 1 bis k aus (ä; — 1 Zeichenwechsel) und 
darauf eine ebensolche der zweiten Indizes 1 bis s , wo- 
bei wieder zu beachten ist, daß der Index k fehlt (« — 2 
weitere Zeichenwechsel). Im ganzen haben nunmehr 

(i^l) + (r-^2) + {k-l) + {s-2) 



t 



i 
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Zeichenwechsel stattgefunden, so daß das neue Glied das 
Vorzeichen von 

erhalten maß, denn 

Betreffs der Aufeinanderfolge der Indizes ist zu bemerken, 
daß die Eeihenfolge der ersten Indizes lautet: 

während die der zweiten heißt: 

Unter 

verstehe man das Produkt von {n — 2) Elementen a , die 
wie gewöhnlich durch doppelte Indizes gekennzeidmet 
Seien; die Eeihenfolge der ersten sowohl wie die der 
zweiten Indizes sei die der natürlichen Zahlenreihe, jedoch 
derart, daß in der Aufeinanderfolge der ersten Indizes i 
nnd r , in der zweiten die Indizes k und s fehlen. 

Mit Hilfe dieser neuen Bezeichnungsweise kann das 
Ghed, welches aus dem Anfangsglied durch die vier 
obigen zyklischen Vertauschungen hervorgeht, unter Be- 
rücksichtigung der Zeichenwechsel geschrieben werden: 

WoUte man aus diesem Gliede die Determinante ent- 
wickeln, so würde sein: 
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Man erhält alle diejenigeii Glieder der Entwicklung 
von D , welche die Elemente o^^ , a,., als Faktoren ent- 
halten, wenn man in der letzten Gleichung die Indizes 
i, k^ r, s von der Permutation ausschließt, so daß die 
Summe der gewünschten Glieder, die mit 

bezeichnet werde, folgende ist: 
oder 

Man erkennt hiemach sofort, daß '^(iie\ die mit dem 

Vorzeichen von (— -l)»+«'+*+» versehene Determinante ist 
die man aus D erhält, falls man in D die i-ie und r-te 
Zeile und Ä-te und s-te Kolonne unterdrückt: 



^11 • • • %,t-i 



a 



<-i,i 



a. 



»+1,1 



a. 



f-i.i 



a 



f+1,1 



a 



nl 



flf 



l,i+l 



. . . a 



i,«-i 



^i,«+i • • • ^m I 
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Wurden früher solche Determinanten, die durch Unter- 
drückung einer Zeile und einer Kolonne entstanden, ünter- 
determinanten schlechthin genannt, so mögen auch die 
jetzt durch Unterdrückung zweier Zeilen und zweier Ko- 
lonnen entstehenden Determinanten den Namen Unter- 
determinanten erhalten, allerdings im weiteren Sinn. Die 
früheren Ünterdeterminanten im engeren Sinn können 
nämlich als Unterdeterminanten (n — l)-ter Ordnung 
der n-gliedrigen Hauptdeterminante bezeichnet werden 
und die jetzigen dementsprechend als solche (n — 2)-ter 
Ordnung. Man erkennt hiemach schon, daß ganz all- 
gemein unter Unterdeterminanten solche verstanden wer- 
den, die durch Unterdrückung von gleichen Anzahlen 
Zeilen und Kolonnen aus der Hauptdeterminante ent- 
stehen. Doch zuvor mag, wie schon erwähnt, zum besseren 
Verständnis der ganz allgemeinen Unterdeterminanten 
noch etwas weiter auf die Unterdeterminanten (w — 2)-ter 
Ordnung eingegangen werden. 

Durch 

werden zwar alle Glieder dargestellt, die a^]^ und a,, als 
Faktoren aufweisen, jedoch noch nicht alle, deren Summe 
^(ik\ als Faktor enthält; denn man braucht nur in allen 

durch 

^ik ' ^rs ' ^(ik\ 



dargestellten Gliedern die Transposition {k, s) auszu- 
führen (Zeichenwechsel!), so stellt 

— ^i8 • ^rk ' ^|t*| 
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eine weitere GUiedersumme dar, welche A(ik\ als Faktor 

enthMt. Da die beiden ZaMen s und k nur die beiden 
Permutationen {k , s) und {s , k) zulassen, so wird durch 



(«ifc «r» — «i» fl^r») • ^(ik\ 



diejenige Gliedersumme dargestellt, welche Auk\ als Fak- 



tor enthält. Schreibt man 



\ 



'.*.} 



Ki«f«-- ^i8<^rk) = 



^ik ^rk 



^is ^rs 



T'} ' 



so ist a(ijc\ der Koeffizient von A(ik\ in der 

Entwicklung von D nach Unterdeterminanten 
(n — 2) -ter Ordnung, welche jetzt gezeigt werden soll. 
Durch 

T.} ■ ^{-} 

werden von den n! Gliedern der n-gliedrigen Deter- 
minante D nur 2 ! • (n — 2) ! dargestellt. "Will man die 
übrigen auch durch Unterdeterminanten (n — 2)-ter Ord- 
nung ausdrücken, so muß man sie in derselben Weise 

zu je 2! • (n — 2)! zusammenfassen, was offenbar (^l-mal 

möglich ist. Es ist dies eine Anwendung von dem Spezial- 
fall n = m^ + m2 = 2 + (n — 2) S. 15. Erst müssen 
die beiden Indizes k und s einerseits und die (n — 2) 
übrigen zweiten Indizes andererseits auf alle mögliche 
Art permutiert werden, was zu den beiden Determinanten 
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afit\ \mä.Auk\ führt, deren Produkt die obigeu 2! • (n— 2)! 

\r8f \r«/ 

Glieder liefert. Nun müssen je zwei zweite Indizes aus 
der Ziffernfolge 1 , 2 , . . . , w auf alle mögliche Weise 
herausgegriffen werden, was mit der Aufstellung aUer 

(pj möglichen zweigliedrigen Determinanten aus der 

Matrix 

(^il Ö^i2 • • • ^in 
Ctfl fl^f2 • • • ^rn 

zusammenfällt. Durch irgend eine zweigliedrige Deter- 
minante a dieser Matrix sind in der w-gliedrigen Deter- 
minante D zwei Zeilen und zwei KoJonnen gekennzeichnet, 
welche unterdrückt w^erden müssen, damit man diejenige 
{n — 2)-gliedrige ünterdeterminante erhält, mit der die 
eben erwähnte zweigliedrige Determinante in der gesuchten 
Entwicklung multipliziert erscheint. Die Summe aller 
in der obigen Matrix enthaltenen zweigliedrigen Deter- 
minanten multipliziert mit den entsprechenden {7i — 2)- 
gliedrigen Unterdeterminanten ist die gesuchte Entwick- 
lung nach (w — 2)-gliedrigen Unterdeterminanten; sie 
wird ausgedrückt durch folgende Formel: 



D = 



y^a(ik\ • ^fin ? (/»: , 5 = 1 , 2, . . . , w) 



die sich nach den vorausgegangenen Betrachtungen von 
selbst versteht. 

Die früheren Entwicklungen von D nach den Ele- 
menten einer Parallelreihe (vgl. S. 49) wurden bereits 
S. 53 durch eine Summenformel angedeutet Letztere 
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hatte man bei Bevorzugung der Kolonnen auch schreiben 
können : 

D = y^ an Jij, , (Ä;= 1, 2, . . ., n) 

womit eine gewisse Ähnlichkeit mit der obigen Formel 
erreicht ist. 

D verschwindet bekanntlich, sobald zwei ParaUel- 
reihen identisch sind. Da können die beiden Parallel- 
reihen entweder beide zur Bildung der obigen zwei- 
gliedrigen Determinante beitragen, oder beide nicht, oder 
schließlich nur eine von ihnen. Diese Überlegungen, weiter 
ausgeführt, würden zu einer ähnlichen umfassenden Formel 
fuhren, wie sie S. 53 gegeben wurde. 

Über die verschiedenen Möglichkeiten, ein und die- 
selbe w-gliedrige Determinante nach (n — 2)-gliedrigen 
Unterdeterminanten zu entwickeln, ist folgendes zu be- 

- ©-■ 

den n Zeilen je zwei zur Bildung der zweigliedrigen Deter- 
minanten herausgreifen, was natürlich auch für die Ko- 
lonnen gut, so daß also eine w-gliedrige Determinante in 

2 . 1 j = w(n — l)-fach verschiedener Weise nach (n — 2)- 

gliedrigen ünterdeterminanten entwickelt werden kann. 

Ein Beispiel für eine Entwicklung einer fünfgliedrigen 

Determinante nach dreigliedrigen ünterdeterminanten mag 

die vorausgegangenen Betrachtungen erläutern helfen. Die 

Entwicklung wird fpj = 10 Produkte aufweisen, von 

denen jedes aus einer zwei- und einer dreigliedrigen Deter- 
minante besteht; zur Entwicklung wurde bevorzugt die 
dritte und fünfte Kolonne: 



merken. Man kann in ( ^ i-fach verschiedener Weise von 
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+ 



Ca 



C5 



flf, 



flf. 



a.. 



öo 



üc 



a. 



a. 



a. 



a. 



a. 



a. 



a. 



öi 



a« 



flf. 



«1 ^1 



a. 



ör 



«^4 
&5 



Ö3 ^3 

^4 ^4 

^3 ^'3 

6^ d^ 



d, 
d, 

ds 
d, 
d. 



+ 



«^1 
«3 ; 



+ 



^1 <^i 



8 ! 



^4 ^4 

h d, 

K d^ 

h d. 



e. 



b, d. 






t 


h d. 


+ 


c, e. 


• 


h d. 




Ci «4 





a. 



a. 



a. 



«0 



a. 



a. 



a. 



a. 



a« 



a. 



a« 



a, 



a. 



a. 



a. 



d. 



^2 


W2 


h 


<?« 


05 


*?. 


^ 


d. 


h 


d^ 


6« 


d. 



h d, 

&8 ^3 

\ ds 

\ dl 

h d^ 

h d. 

h dl 

\ d^ 

b, d^ 



Auch die (n — 2)-gliedrigen Unterdeterminanten einer 
n-gliedrigen Determinante D lassen eine Bezeichnungs- 
weise durch Differentiation zu, falls wieder die n^ Ele- 
mente als voneinander unabhängige Variable angesehen 
werden: 

worauf aber nicht weiter eingegangen werden soll. 
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Im Anschloß an die bisherige Entwicklung der (n— 2)- 
gliedrigen Unterdeterminanten soll nunmehr zu den 

ünterdeterminanten ganz allgemeiner Natur 

übergegangen und zur Einführung folgende Aufgabe ge- 
löst werden. 

Definieren folgende Zahlen oc : 

1 ^ ÄjL < «2 < • • • < <^w ^ ^^ 
m{m < n) erste Indizes und die Zahlen ß : 
1 ^ /?i < i^2 < • • • < i^n» ^ n 
m zweite Indizes, so werden in der Entwicklung von 



Z) = 



a 



11 



a 



m 



a. 



ni 



a 



nn 



eine Reihe Glieder enthalten sein, die folgendes Produkt 
als Faktor enthalten: 



««1^1 • ««2^a • 



• ^<*mß: 



m i^m 



Es soll die Summe aller dieser Glieder angegeben werden. 
Zunächst empfiehlt es sich, durch geschickte Ver- 
tauschung der Indizes die Grundpermutation 



überzuführen in 



^«lA ^«2/?a 



^11 ^22 • • • ^ 



nn 



'*mPm 






• ^nn) 1 
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wobei ähnlich wie früher (S. 57) 



• • * 



' (^11 • • • ^nn) 



bedeuten soll, daß die ersten und zweiten Indizes in der 
natürlichen Zahlenreihe aufeinanderfolgen, daß aber unter 
den ersten die Zahlen ^1,^3, . . . , a^ und unter den 
zweiten die Zahlen ßi, ß^t * - -t ßm fehlen. 

Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, daß es 



oc. 



1 + A-i 



Zeichenwechsel bedarf, um das Glied a^^ ... a„„ über- 
zuführen in das Glied ««^^^^{äi ß^ («n • . • ««n) ? ^^ es 
weiterer 



oc. 



2 + A - 2 



Zeichenwechsel bedarf, um das letzterwähnte Glied über- 



zuführen in 
würde es 



««i/Ji«««Ä 1^^ ß\ («11 • • • <^nf)' Femer 



«3 ~ 3 -f Ä - 3 



Zeichenwechsel bedürfen, um vom letzten Glied zu 
kommen auf das Glied 



^^1 ßi\ 

^ccißi ««a^a ««•/?» {«2Ä 

1^3 ßs. 



(^11 • • • ^nn) ' 



Allgemein wird es hiernach 

^1+^2+ '" 7\-(^m + ßl + ß2+ • • • +ß 

— 2(1 + 2+ ... +m) 

Fischer, Determinanten. 5 



m 
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Zeichen Wechsel bedürfen, um 

Überzuführen in 

K ßi \ 

l«m ßm) 

Also hat dieses letzte Glied das Yorzeichen von 

/ l)«i+a3+ • . . +a^+/?i+Ä+ . . . +/S^- 2.(1+2+ . . . +m) ^ 

Da 2(1 + 2 + ... -\- m) eine gerade Zahl ist, kommt 
es nm' an auf das Yorzeichen von 

Das so erhaltene GUied 

f«i ßi 

ist eins der n\ Glieder der entwickelten Determinante 
w-ter Ordnung D. Es soU für die folgenden Betrach- 
tungen als Grundglied angesehen werden. Da sämtliche 
n\ Glieder einer Determinante aus jedem einzelnen Glied 
und damit die Determinante selbst gebildet werden kann, 
so ergibt sich für diese: 



• • • f (%1 • • • ^nn^ 
P^mßt 



^rnf^m 



' ' ' ( vhl ' ' • ^nn)* 
<^mßi 

Es sollte vorläufig nur die Summe, sie sei bezeichnet 
durch 
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aller der Glieder aufgestellt werden, welche das Produkt 
(^(xxßt - - ' ^a ß Q^s Faktor aufweisen. Man hat dann in 
der obigen Summenformel nicht alle n ersten oder alle 
n zweiten Indizes zu permutieren, sondern nur die- 
jenigen von 

(«1 ßi \ 

' • * * ( (%1 • • • ^nn) ) 
,^m Pm) 

SO daß der gemeinschaftliche Faktor a^^ß^ . . . cta^ß^ vor 

das Summenzeichen treten kann. Damit ist die eingangs 
erwähnte Aufgabe gelöst, und die Summe aller dort er- 
wähnten GUieder ist also: 



l«»i ßmi 



f«i ßi 

l«». ßml 

Die neue Größe 

^f«, A \ = {-ir'^^^:S±L\ \\{a,,... a„„) 



bezeichnet man als Unterdeterminante {n — m)-ter 
Ordnung der w-gliedrigen Determinante D be- 
züglich der Elemente a^^^j^ . . . «ä^/?^« 

Daß auch sie unter gewissen Voraussetzungen (vgl. 
S. 54 u. 63) durch Differentialquotienten bezeichnet wer- 
den kann, mag hier nur beiläufig erwähnt werden. 

Die eben gefundene Unterdeterminante hat also die 
Eigenschaft, daß sie, mit dem Produkt der Elemente 

5* 
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^atßi • • • ^cc^ßm nmltipliziert, in der Entwicklung von D 
die Summe aller derjenigen Glieder angibt, die das Pro- 
dukt der eben erwähnten Elemente als Faktor enthalten. 
Man bildet diese Determinante aus D, indem man dort 
die «i-te, die a2-te, . . ., die Ä^-te Zeile und die )8i-te, 
öle ß2-te^ . . . , die ßm-^ Kolonne unterdrückt. 

Wie setzt sich nun ganz allgemein eine 71- 
gliedrige Determinante aus (w — m)-gliedrigen 
Unterdeterminanten zusammen? 

Um diese Frage zu beantworten, mag zunächst noch- 
mals auf die Bildung aller n\ Permutationen von n Ele- 
menten in der Einleitung (S. 15) verwiesen werden, falls 
bestimmte Gruppen (w = m^ + Wg = m + (n — m)) bei- 
behalten werden. 

Sollen alle nl Permutationen der n Elemente 

Kßi 



gebildet werden, was ja der Entwicklung der w-gliedrigen 
Determinante aus dem Glied 

f^i ßi \ 

(_l)-2:« + 2^ ß^^^^ ^ ^ ^ ^^^^^ j ^ A (a^i ... a^n) 

P^m Pm) 

entspricht, so hat man in diesem Glied z. B. zuerst die 
ersten Indizes in 

f «1 ßx \ 

.«m ßm) 

auf jede mögliche Weise zu permutieren. Die Summe 
der mit den richtigen Yorzeichen versehenen Produkte, 
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die diesen Permutationen entsprechen, ist die oben be- 
stimmte Summe 



l«m ßm) 



Hat man auf diese Weise von allen n! Permutationen 
und damit von allen n\ Grliedem der entwickelten Deterr 
minante (n — m)! erhalten, so permutiert man nunmehr 
in jeder der obigen (w — w) ! Permutationen die ersten 
Indizes von 

auf jede mögliche Art. Die Summe der jetzt den 
(n — m)\ ' m\ Permutationen entsprechenden Glieder, 
auch wieder jedes mit seinem richtigen Vorzeichen ver-- 
sehen, könnte man bezeichnen durch: 



S=2 + 



a«.A...««,/? •(-l)^'«-^^^-2> 



f ^1 A 1 



P^m Pm. 



(«11 • • • (^nn) 



Da jedoch jedes Glied der Gesamtsumme die innere 
Summe als Faktor enthält, so kann man auch schreiben: 

f ^1 ßi \ 

• 2* + I . . . > (ö^i . . . Onn) ' 

Bezeichnet man 



^ ± ««lA • • • ^oc^ßm = ^ 



y'*m ßmi 



70 Theorie der Determinanten, 

so wird 






Man sieht ohne weiteres, daß ar^^ ß^ \ die Deter- 

minante der Elemente ist, in denen sich die Zeilen und 
Kolonnen kreuzen, welche man unterdrücken muß, falls 
man Ato^^ ß^ \ erhalten will; auch diese Determinante 

kann natürlich als ünterdeterminante angesehen "werden, 
und zwar als solche w-ter Ordnung. 

Bis jetzt hat man von den n\ Permutationen, bzw. 
von den w! Gliedern der Determinante erst {n — m)!-m! . 
Nach den bereits mehrfach erwähnten Erörterungen S. 15 f. 
erhält man alle n\ Permutationen und damit alle nl G-lieder 
der Determinante, falls man für jede mögliche Gruppen- 
einteilung der n Elemente zu je m und (n — m) die bis- 
herigen (n — ?w)! • w! Permutationen bildet. Das ist aber 

in ( j-fach verschiedener Weise möglich. 

In die Sprache der Determinanten übertragen, besagt 
das nichts anderes, als daß aus den m Kolonnen, welche 
durch die Indizes ßi, ß2y - - -t ßm charakterisiert sind, 

alle möglichen j j Determinanten a ?n-ten Grades ge- 
bildet werden sollen, und daß jede mit der durch sie be- 
stimmten, oben näher bezeichneten Unterdeterminante A 

multipliziert wird. Die Summe aller dieser [ ^ ) Produkte 

ist die gesuchte Entwicklung der 7i-gliedrigen Deter- 
minante D nach (n — ?n)-gliedrigen ünterdeterminanten 
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oder, wenn man will, auch nach m-gliedrigen Unter- 
determinanten. Man kann diese Entwicklung durch die 
Formel ausdrücken: 

Um ßm) l«m ßfni 

Eine solche Darstellung ist auf 2( j- fache Weise 
möglich, denn es können I j-mal verschiedene m Ko- 
lonnen zur Bildung der a bevorzugt, außerdem dasselbe 
für Zeilen ausgeführt werden. 

Eine Übersicht der nach Unterdetenninanten mög- 
lichen Entwicklungen einer n-gliedrigen Determinante D 
geben die S. 61 f. aufgestellten Summenformeln mit der 
obigen in folgender Zusammenstellung: 

D = Za^jc ^iJe 2 n Möglichkeiten, 



= ^"{j*}*^{;*} 




jj 



= -^^r«i ßi \'^f«i ^1 \ 

Um ßm) l«OT ßm) 




)? 



Die Summen sind also immer gleich D ; nun ist eine 
Determinante mit gleichen Parallelreihen stets Null. Dem 
entspricht es, wenn man zur Bildung der a und Ä be- 
beliebige m imd (n — m) Parallelreihen aus D nimmt; 
dann sind also die oben verzeichneten Summen = 0, 
Avenn auch nur eine gemeinsame Parallelreihe vorkommt. 

Die gegebenen Entwickinngen der ti-gliedrigen Deter- 
minante in eine Summe von Produkten je zweier Unter- 
determinant^ ist noch nicht der allgemeinste Fall. Die 
Bildung der n! Permutationen bei Festhaltung von r Gruppen 
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zn je Wj , »lg, . . ., m^ Elementen (S. 17) zeigt ohne weiteres 

das Bildungsgesetz für den Fall, daß die Determinante n-ter 
Ordnung in eine Summe von Produkten aus je r Unter- 
determinanten zerlegt werden soll, von denen die eine m^ , 
die zweite wig, ..., die letzte w^-gliedrig ist, falls 

Jedoch mag darauf nicht weiter eingegangen, sondern nur 
noch hervorgehoben werden, daß die früher gegebene Zahl 

' — ; ; 7- , dann die Anzahl der Determinantenprodukte 

Wj I wij ! ... f»y 1 

in der Entwicklung ist. Diese Untersuchungen wurden zu- 
erst von Yandermonde und Laplace angestellt. 

Statt ünterdeterminaiite gebraucht man auch die 
BezeichnuDg Subdeterminante, Jacobi nannte siePar- 
tialdeterminante, die Engländer haben den Ausdruck 
Minor eingeführt. 

Je zwei Unterdeterminanten, die in der Entwicklung 
einer Determinante nach Unterdeterminanten miteinander 
multipliziert auftreten, nennt man nach Cauchy kom- 
plementäre Unterdeterminanten; man findet dafür 
auch die Bezeichnung adjungierte Unterdeter- 
minanten und bezeichnet die eine kurz als Komple- 
ment oder als Adjungierte der anderen, wobei man 
von den Yorzeichen absieht, als mit denen verbunden 
früher immer die A angesehen wurden. Dagegen nennt 
man die A in der früher verstandenen Weise die alge- 
braischen Komplemente der in der Entwicklung mit 
ihnen multipliziert auftretenden a. 

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kann man die Ent- 
wicklung einer Determinante nach Unterdeterminanten 
durch folgenden Satz ausdrücken. 

Jede M-gliedrige Determinante kann als die 

Summe von ( 1 Produkten der in m beliebigen 

W 
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Zeilen oder Kolonnen enthaltenen ( ) m-glied- 

rigen Determinanten mit ihren algebraischen 
Komplementen angesehen werden. 

Femer nennt man Hanptunterdeterminanten, 
Hauptminoren solche, deren Hanptdiagonalelemente 
auch solche der Determinante sind. Ans der Bildung 
der ünterdeterminanten geht ohne weiteres hervor, daß 

es I I Tw-gliedrige Unterdeterminanten gibt, von denen 



( 




j Hauptminoren sind. 

Unter konjugierten, auch korrespondierenden 
Unterdeterminanten einer Determinante versteht man 
je zwei solche, bei denen die Zeilen der einen durch die- 
selben Indizes charakterisiert werden wie die Kolonnen 
der anderen und umgekehrt; solche Unterdeterminanten 
vertauschen beim Umklappen der Determinante um die 
Hauptdiagonale ihre Plätze. Analoges gilt von den 
Elementen selbst, die ja als eingliedrige Unterdeter- 
minanten gelten dürfen; in diesem Sinne spricht man 
auch von konjugierten oder korrespondierenden 
Elementen. Im besonderen sagt man von einem 
Hauptminor (Hauptdiagonalelement), daß er (es) zu sich 
selbst konjugiert ist. 

Am Schluß dieser Betrachtungen über Unterdeterminanten 
mag noch auf einen Begriff aufmerksam gemacht werden, der 
erst neuerdings eingeführt worden ist (Kronecker), auf den 
Begriff des Ranges einer Determinante. 

Das Verschwinden einer Determinante kann daran liegen, 
daß gewisse Unterdeterminanten verschwinden. Ist r die 
höchste Ordnung der nicht verschwindenden Unterdeter- 
minanten, so hat die Determinante den Rang r . 

Hiemach muß eine n-ghedrige nicht verschwindende 
Determinante den Rang n haben. Der Rang Null wird vor- 
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banden sein, wenn alle Elemente verschwinden. Irgend eine 
n-gliedrige Determinante mit tn gleichen Parallelreihen wird 
den Rang n — w + 1 haben. 
Die Determinante 
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hat den Rang 3; alle XJnterdeterminanten vierter Ordnung 
und sie selbst verschwinden. 

Im gleichen Sinne spricht man vom Rang einer Matrix. 

§ 9. Hultiplikationstheorem. 

Ein besonderer Fall für die Entwicklung einer Deter- 
minante nach ünterdeterminanten mag zuvor als Über- 
leitung zum Multiplikationstheorem Erwähnung finden. 

In der w-gliedrigen Determinante D mögen diejenigen 
Elemente verschwinden, in denen sich die m ersten Zeilen 
mit den (n — m) letzten Kolonnen kreuzen. Man erkennt 
dann ohne weiteres, daß die Entwicklung nach m- bzw. 
{n — w)-gliedrigen ünterdeterminanten sich auf ein ein- 
ziges Produkt reduziert, da die m ersten Zeilen nur eine 
einzige m-gliedrige Determinante enthalten: 
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a, 



a 



11 
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Im 



ml 



• • ^mm 



a 



m+1, 1 
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m+l , m "'m+1 , w+l 
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nl 
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Aus diesem Beispiel geht hervor, daß die Elemente, 
die denjenigen Zeilen und Kolonnen angehören, in denen 
keine verschwindenden Elemente stehen, für den Wert 
der Determinante ohne Bedeutung sind, was für die 
kommenden Betrachtungen besonders wichtig ist. 

Die Yertauschung der linken Seite mit der rechten 
in der obigen Gleichimg gibt ein Hilfsmittel, das Produkt 
zweier beliebiger Determinanten in eine einzige zu ver- 
wandeln; es wird dies ohne weiteres aus folgendem Bei- 
spiel klar: 

c d e 

c' d' e' 

c'' d'' e'' 
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h 
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a' 
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a' 
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jr 



y 
y' 

d 
d' 
d" 



X 






y/ 



wobei x^ y ^ x^ x\ y\ %' ganz beliebige Werte sind, die 
man sich je nach Bedarf passend wählen kann. 

Sollen zwei beliebige Determinanten miteinander mul- 
tipliziert werden, so kann man ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit annehmen, daß beide Determinanten vom 
selben Grad sind; denn im andern Fall kann man nach 
dem Satz der Ränderung die Determinante von geringerem 
Grad auf den der anderen bringen. 

Dementsprechend mag folgendes Produkt den weiteren 
Betrachtungen zugrunde gelegt werden: 
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Die so erhaltene 2 w-gliedrige Determinante läßt sieh 
auf eine w-gliedrige zurückführen ; zu diesem Zweck wur- 
den bereits die willkürlichen Elemente passend gewählt. 

Denkt man sich jetzt in der letzten Determinante alle 
Elemente der ersten Zeile mit h^^ , alle Elemente der 
zweiten Zeile mit \^ usw., schließHch alle Elemente der 
w-ten Zeile mit hi^^ multipliziert und die Summe aller so 
erweiterten Elemente derselben Kolonne zu dem {n + 1)- 
ten Element dieser Kolonne addiert, so heißen dann die 
Elemente der w + 1 Zeile von links nach rechts: 

«11 *11 + «21 ^12 + • • • + «ni ^m = ^<^il hi 
«12 ^11 + «22 ^12 + • • • + «n2 Kn = ^ ^i2 Ki 



«in ^11 +«2n^2 + • • • + «nn^ln = -^'a^^ &1< ; 

alle übrigen verschwinden; die Summenbezeichnungen 
mögen nur zur Abkürzung dienen. 

Die so veränderte 2 w-gliedrige Determinante, welche 
nach (IIA) § 6 ihren Wert nicht geändert hat, stimmt 
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also bis auf die (n + l)-te Zeile, welche nunmehr die 
eben erwähnten Elemente hat, mit der ursprünglichen 
überein. 

In ganz derselben Weise verändert man jetzt die 
(n + 2)-te Zeile, nur daß man sich die Elemente der 
n ersten Zeilen entsprechend mit tg^ » ^22 ? ^23 > • • «j ^2n 
multipliziert und die Summe der so erweiterten Elemente 
derselben Kolonne zum (n + 2)-ten Element dieser Ko- 
lonne addiert denkt. Die Elemente der (n + 2)-ten Zeile 
sind dann: 

^11 ^21 + 0^21 ^22 + • • • + «nl ^2n = ^ <^il hi 
%2 ^21 + ^22 ^22 + • • • + ^n2 ^2n *= -^^»2 ^2» 

^ln^21 + ^2n^22 + • • • + ^nnhn = ^^inhi ] 

alle Übrigen verschwinden wieder. 

Die n ersten Zeilen entsprechend erweitert mit den 
Elementen der dritten Zeile von D^ führen in ähn- 
licher Weise zu den neuen Elementen der (w -f- 3)-ten 
Zeile: 

^11 ^31 + 0^21 ^32 + • • • + ^nl ^3n = ^ <^il ^3< 
^2 ^31 + ^22 ^32 + • • • + ^n2 hn = -2*0^2 hi 

^In ^81 + ^2n ^32 "t" • • • + ^nn ^8n = ^ ^n ^3» j 

alle Übrigen Null. 

Behandelt man die (w -f 4)-te Zeile ebenso, indem 
man sich wieder die n ersten Zeilen der Reihe nach je 
mit den Elementen der vierten Zeile von D^ multipliziert 
denkt usw., ebenso die (w -f- 5)-te, die {n -f 6)-te Zeile usw., 
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so kommt man schließlich zur 2w-ten Zeile, deren Ele- 
mente dann heißen werden: 

ö^ll ^nl + «21 ^n2 + • • • + «nl Kn = ^ <^il Ki 
^12 ^nl + 0^22 ^n2 + • • • + (^n2 Kn = -2'a<2 Ki 

^In Kl + 0^2« K2 + • • • + (^nn Kn = -^ ^in Ki » 

alle Übrigen Null. 

Die so umgeformte Determinante für D^ • Dg hat so- 
mit folgendes Aussehen: 
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^^iiKi ^Oi2Ki 



^2n 

« 








. Zoinhu 
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Diese Determinante läßt sich sofort in das Produkt 
zweier Determinanten zerlegen: 

— 1 ... 

^^ilhi • • • ^(^inhi 



(-1)* 



^^ilKi ' ' • ^^inK\ 



— 1 ... 

... -1 



Die zweite Determinante hat den Wert (— !)••; es 
gilt nun, k zu bestimmen, k gibt die Summe der Zahlen 
an, welche die Zeilen und Kolonnen charakterisieren, die 
unterdrückt werden müssen, damit die aus jenen Summen 
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gebildete UnterdetermiDante übrigbleibt. Es kommen die 
1 , 2 , . . . , n-te Zeile und (w + 1) , (w + 2) , . . * , 2 n-te 
Kolonne in Betracht, so daß 

Ä = ^ (n + 1) + w2 + - (n + 1) = n + 2 n2 , 
folglich ist 

Man kommt also zu dem Ergebnis, daß das Produkt 
Da • -Dfc sich auf die aus jenen Summen gebildete Deter- 
minante reduziert. 

Yertauscht man in dieser Summendeterminante noch 
die Zeilen mit den Kolonnen, so hat man: 



^11 • • • 


«m 
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^1 


• • • ^In 


a„i ... 


Onn 


bm 


• • • ^nn 


^(^iihi 


^Oilhi 


■ • • 


^(^ilKi 
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• • • ■ 



^(^inhi ^OinKi 



^^inKi 



In dieser Form läßt sich das Gesetz der Bildung der 
Produktdeterminante recht gut erkennen. Die vier In- 
dizes unter dem Summenzeichen eines jeden Elementes 
folgen derart aufeinander, daß der erste und letzte i ist, 
und daß die beiden inneren diejenigen sind, welche in 
Da oder Df, das entsprechende Element an derselben 
Stelle besitzt. 

Sind somit zwei numerisch gegebene Determinanten 
Dj und Dg vorgelegt, dann wird irgend ein Element der 
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Produktdeterminante, z. B. das der r-ten Zeile und der 
s-ten Kolonne, dadurch gebildet, daß man das erste Ele- 
ment der r-ten Zeile von D^ multipliziert mit dem ersten 
Element der s-ten Kolonne von Dg , dann das zweite Ele- 
ment der r-ten Zeile von D^ mit dem zweiten Element der 
S'ten Kolonne von Dg usw., schließlich das n-te Element 
der r-ten Zeile von D^ mit dem w-tenJElement der s-ten 
Kolonne von Dg ^^^ ^® diese Produkte addiert. 

In der obigen Determinante Da können ohne weiteres 
die ersten mit den zweiten Indizes vertauscht werden; 
dasselbe darf man dann natürlich auch in der Produkt- 
determinante tun, so daß auch ist: 



^«•A = 



Za^ihii 2o2ih2i ... Za^ihni 



In dieser Form, die Summen natürlich ausgeführt, findet 
man die Produktdeterminante auch recht oft angegeben. 

Hiernach erhält man in der Produktdeterminante das 
erste Element der ersten Zeüe, indem man die Elemente 
der ersten Zeile von D^ einzeln mit den entsprechenden 
Elementen der ersten Zeile von Di, multipliziert und 
addiert; das zweite Element der ersten Zeüe wird ge- 
funden, indem man wieder die Elemente der ersten Zeile 
in Da einzeln mit den entsprechenden Elementen der 
zweiten Zeile in Dj, multipliziert und addiert usw. Ent- 
sprechend gestaltet sich die Bildung der übrigen Elemente 
der ersten Zeile in der Produktdeterminante. Die Ele- 
mente der zweiten Zeile bekommt man in derselben Weise, 
indem man die Elemente der zweiten Zeile von D^ mit 
den Elementen der einzelnen Zeilen in Z)^ kombiniert usw. 
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(I. Art) 



(n. Art) 



Beispiel: 

ab 12_a + 3>2a+46 

cd *34 ~ c4-3d[2c + 4d 
= 2ac + 6bc-{-iad + 12bd — 2ac — 6ad — ihc — 12bd 
==2bc — 2ad = 2(bC'-ad) 

a + 2b c + 2d 
3a + 46 3c + 4d 
= 3ac + 66c + 4a^ + 8fcd — 3ac — 46c~6a(i— 86<? 
= 2bc — 2ad = 2(bc — ad). 

Hat man mehrere Determinanten miteinander zu multi- 
plizieren, so kann man zunächst die beiden ersten multiplizieren 
und dann- diese Froduktdeterminante mit der dritten usw., so 
daß man allgemein sagen kann: 

Sind beliebig viele Determinanten miteinander zu multi- 
plizieren, so läßt sich ihr Produkt als eine einzige Deter- 
minante darstellen, welche dieselbe Ordnung aufweist wie 
diejenige der gegebenen Determinanten, welche von der höch- 
sten Ordnung ist. Die Elemente der Produktdeterminante 
sind ganze rationale Funktionen der Elemente der gegebenen 
Determinanten. 

Schließlich mag noch hervorgehoben werden, daß Binet 
und Cauchy die Multiplikationsregel für Determinanten zum 
ersten Male ausgesprochen haben; beide Mathematiker haben 
fußen können auf besondere Fälle, die bereits von Lagrange 
und Gauß angegeben waren. 
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Führt man dasselbe wie vorher nochmals an den 
letzten drei Zeilen usw. aus, so erhält man femer: 
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= 1 . 



Man sieht, daß man dieses Prinzip ganz allgemein auf 
eine Determinante n-ten Grades anwenden kann, deren n Ele- 
mente der t-ten Zeile und der i-ten Kolonne die n ersten 
Glieder der figurierten Reihe der (i— l)-ten Ordnung sind; 
diese Determinante hat immer den Wert 1. Nun hat die 
n-te figurierte Zahl Ä:-ter Ordnung den Wert 

so daß jetzt die Determinante aus den n ersten figurierten 
Zahlen von 0-ter bis (n — l)-ter Ordnung heißt; 

(2) (ä) ß) •••("ö') 
(1) (?) (?) ■■■ (J) 

(1) (I) iti ■■■ er) 
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4. Folgende DetermiDante rührt von Hermite her; 
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Durch Multiplikation der ersten Zeile mit &q, der 
zweiten mit h^ usw., der letzten mit h^ und durch 
Addition aller folgenden Zeilen zu jeder Zeile ergibt sich 
eine Determinante, deren Elemente oberhalb der Haupt- 
diagonale verschwinden, so daß: 

Öq • tj ... bn» D 
D= (— l)'*K^o + • • • +OnK)hh • • • K-i ' 



5. 
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= («11 + -) («22 + ^) («33 + ^) + «12 «23 «31 + «13 «21 «32 
— («22 + «) «13 • «31 — («11 +*) «23 «32 " («33 + ^) «12 «21 



+ X 



II ^^ 
11 «S 







«11 «12 «13 






«21 «22 «23 
«31 «32 «33 


11 


«12 


+ 


«11 «13 


21 


«22 


«31 «33 



+ 



a 



22 



a 



32 



«23 |] 
«33 1/ 



+ -^ («11 + «22 + «33) + ^^ • 
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Diese Determinante ist ein Sonderfall von der allge- 
meineren (Jacobi): 



D 



«11 + z 



a 



nl 



a 



nX 



««« + ^ 



die sich ebenfalls nach Potenzen von z entwickeln läßt, und 
zwar derart, daß der Koeffizient J[>„_^ von ^ die Summe 

aller möglichen Hauptunterdeterminanten von 



I>n = 
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nl 



a 



nn 



ist, deren Grad zu m addiert n ergibt: 
wo z. B. i>i = a^i + a22 + - - - + ^nn ^^^ i>o = 1 . 



6. 



i>=- 



%1 + ^ ... CLin-\- ^ 



Durch Anwendung vom 10. Satz § 6 kann man D 
in folgende Determinanten zerlegen, falls man bedenkt, 
daß Determinanten mit gleichen Kolonnen verschwinden: 
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Jede dieser Determinanten, außer der ersten, denkt man 
sich nach Unterdeterminanten der Elemente derjenigen 
Kolonnen entwickelt, in denen x steht; auf diese Weise 
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erhält man % multipliziert mit der Summe aller mög- 
lichen (w — l)-gliedrigen Unterdeterminanten: 



D 
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• • « (Jui 



nn 
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7. Einen Spezialfall von (6) steUt dar: 



D = 
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Z Z Z » * * ^nn ~i 

= 01X022 ... Onn + ^^Ak • 



Die Summe reduziert sich jetzt auf die n möglichen 
Produkte aus je w — 1 der Elemente flu , «22 > • • • > ^nn > 
so daß man bei Ausklammerung von ;?; • a^ • 032 • . • . • o^n 
erhält: 

^ = «-«ii-«22- ••• •««»(— + --+—+... +— )• 

\z a^i »22 an»/ 

8. Beispiel für Anwendung von Rekursionsformeln: 
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Durch Entwicklung nach ünterdeterminanten der 
ersten Kolonne wird: 

a 1 . 

1 a . . . . 
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Die erste Determinante ist dieselbe wie Z)„ , nur hat 
sie eine Zeile und Kolonne weniger, sie sei D^-i ; die 
zweite reduziert sich auf die Unterdeterminante des 
ersten Elementes der ersten Zeile, welche dann wieder 
dieselbe Determinante wie jD„ ist, nur daß sie zwei Zeilen 
.und Kolonnen weniger hat, sie sei jD„_2. Dann ist 
Dn = aDfi-i — ^n-2 • ^^ aber D^ = a und 1)2 = a^ — 1 , 
so ist jedes beliebige Z)„ angebbar. 

Für a = 1 nimmt die Determinante die Werte , + 1 
oder —1 an und zwar X)2+8* =* ö für beliebige k und 
A+3i+i =* A+3*+2 = + 1 j ]6 nachdem k gerade oder 
ungerade ist. 



§ 11. Tandermondesclie Determinante. 

Besondere Erwähnung verdient die folgende Deter- 
minante, auch Potenzdeterminante genannt, da sie für die 
ganze Entwicklung der Determinantentheorie von Wichtig- 
keit ist. Vandermonde und Cauchy haben sie besonders 
untersucht. 
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Addiert man die mit —1 multiplizierten Elemente 
der zweiten Zeile zu den entsprechenden der ersten, 
so sieht man, daß D den Faktor (o^ — Og) haben 
muß. Dasselbe kann man mit allen möglichen Paaren 

(ihre Anzahl ist — (w — 1)1 von je zwei Zeilen tun, so 

71 

dafr man -5- (w — 1) Faktoren a< — % vor die Deter- 

minante setzen kann. J) kann sich von dem Produkt 
dieser Faktoren nur um einen Zahlenfaktor h unter- 
scheiden, denn aus der Determinante selbst sieht man, 
daß jedes einzelne Glied der Entwicklimg von der 

Dimension -^ (/* — 1) sein muß. Dann ist also: 

D = k'{a^—a^) (a^ — a^) (a^ — a J . . . (a^ — a„) 

(ög — Og) («2 — «4) ... (02 — ^n) 



(a«_i — Qn) . 



Hiemach ist k der Koeffizient von 



In der entwickelten Determinante ist dieses Produkt das 
der Nebendiagonalglieder, also mit dem Vorzeichen von 

(—1)^ versehen; somit ist 

Kehrt man jede einzelne Differenz um, so kann ge- 
schrieben werden: 

■^ = («2 — öfi)(«8 — öl) . • . K — öj) . . . {a^ — a^.i) . 
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Dieses Differenzenprodukt schreibt man auch: 
D = II {Oi — a^ (für alle * >y von 1 bis w). 

Die Vandermondesche Determinante ist wichtig geworden 
für die Untersuchungen über alternierende Funktionen, 
womit Cauchy solche bezeichnet hat, die bei beliebiger Permu- 
tation der Elemente entweder unverändert bleiben oder den 
entgegengesetzten Wert annehmen. Die einfachste alternierende 
Funktion ist das obige Differenzenprodukt. 

Cauchy hat gezeigt, daß jede ganze alternierende Funktion 
von irgendwelchen Elementen das Differen:5enprodukt derselben 
Elemente als Faktor aufweist. Man erkennt dies daraus, daß 
durch die gegenseitige Vertauschung irgend zweier Elemente 
die Funktion den entgegengesetzten Wert annimmt, daß sie 
also verschwindet, falfi die beiden betreffenden Elemente ein- 
ander gleich sind. Hieraus schließt man, daß die Funktion 
durch die Differenz der beiden Elemente, also weiterhin durch 
das Produkt aller Differenzen teilbar ist. Dividiert man eine 
solche ganze alternierende Funktion durch das Differenzen- 
produkt der Elemente, so ergibt sich entweder eine von den 
Elementen unabhängige Zahl, oder eine symmetrische 
Funktion der Elemente, welche die Eigenschaft hat, daß sie 
bei jeder beliebigen Vertauschung der Elemente ungeändert bleibt. 

Es muß noch hervorgehoben werden, daß aus den be- 
kannten Eigenschaften der Determinanten, als welche das 
Differenzenprodukt geschrieben werden kann, ähnliche Eigen- 
schaften für dieses Differenzenprodukt folgen. Umgekehrt 
bat man, besonders Cauchy, die Determinanten aus dem 
Differenzenprodukt hergeleitet und die Eigenschaften des letz- 
teren auf die Determinanten übertragen. Zu diesem Zweck 
schreibt man die obige Determinante: 



1 


«1 


a\ , 


. . a?-' 




«; 


al 


al . 


. . aj-' 


1 


«2 


al . 


. . aj-' 




al 


«J 


r.2 

0>2 


. . aj-^ 


1 


«« 


^l ' 




'< 


< 







oder indem man statt der unteren Indizes: 1, 2, 3, ..., n 
die folgenden nimmt: 0, 1, 2, . . ., n — 1: 
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OTc 



a\ 



a\ 



a\ 



ttf 



a? 



ar"^ 



a 



n-l 



a 



w-l 



a 



n-l 



a 



w-l 



a 



n-l 
n-l 



In dieser Form hat man noch das Differenzenprodukt; 
sieht man aber die Exponenten (vgl. die Schloßbemerkong in 
§ 4) als Indizes an» so hat man sofort die allgemeine Form 
der Determinante. 

Jacobi meint aber, daß es richtiger wäre, die Entwick- 
lung des Differenzenproduktes dadurch zu erklären, daß es 
sich wie eine Determinante verhält. 



§ 12. Reziproke Determinanten. 

Ist ein System von n^ Größen gegeben : 



a 



11 



«m 



a 



nl 



a 



nn 1 



SO kann man ihm ein anderes zuordnen, indem man von 

an ... Qin 



a 



nl 



a 



nn 



die {n — l)-gliedrigen Unterdeterminanten bestimmt und 
diese zu folgendem System anordnet: 

All • • • -^In 



J 



nl 



A 



nn 



Die Determinante dieses Systems, also die Determi- 
nante der Unterdeterminanten (n — l)-ter Ordnung, nennt 
man die reziproke Determinante von D. Solche Deter- 
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minanten spezieller Art hatten schon Lagrange und Gauß 
untersucht; die allgemeinen Untersuchungen rühren von 
Cauchy und Jacobi her. 
Ist: 



D = 



«11 



«in 



a 



nX 



... a. 



nn 



und A 



All . . . Ain 



'nl 



... j!^ 



nn 



SO lautet das Element der i-ten Zeile und Ä:-ten Kolonne 
der Produktdeterminante D* A\ 

^ik == «il ^kl + «i2 ^*2 + • • • + «in ^kn • 

Nach S. 53 ist c^jj. gleich Null oder D, je nachdem 
i =\= k oder i = ä; . Hiernach wird: 



2).zl = 



i) 
i) 







. D 



also: 



D" 



-1 



Im Anschluß hieran mag jetzt die reziproke Deter- 
minante zu A r^j ß^ \ bestimmt werden, sie heiße A r«^ ß^ \ - 



*mPm 



Zu diesem Zweck stellt man D so um, daß die Ä^-te, 
Äg-te, . . . , die Ä^-te Zeile die m ersten Zeilen und daß 
die /S^-te, /ög"^®? • • • j ßm'^^ Kolonne die m ersten Kolonnen 
bilden; die übrigen Zeilen und Kolonnen behalten ihre 
Reihenfolge zueinander {Hoc + 2ß Zeichenwechsel !). Mit 
dieser so veränderten Determinante D multipliziert man 
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die reziproke Determinante A f«i /?i ^ 5 jedoch auf den n-ten 
Grad erweitert: i* * ä 1 



... 1 ... 















•wobei die Größen X die übrigen Größen Ä aus der 
Äj-ten, oc2'tenj . . . , a^-ten Zeile von A sind. 
Das Ergebnis ist: 






D 



.. 
D .. 

• • ■ 

.. 


. 
. 

• • 

. D 

. 


^11 


• • • "^1, n-m 












^m+1, 1 


• • • ^m,n-w» 

• • • ^m+Un-m 







. 


^nl 


• • • '^n,n-m 



wobei die Größen x die Elemente der oben umgestellten 
Determinante D sind, welche in den letzten (n — m) Ko- 
lonnen stehen. Die letzte Determinante zerfällt in das 
Produkt 



Z)"». 



X. 



m+l ,1 



X. 



m+l,n-m 



X, 



nl 



X, 



lüyn-m 1 
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wobei die Detenninante der x das Komplement zu Ät^^ ß^ \ 
in D ist; sonach wird: i* ' ; i 









Beispiele: 

a) Es ist der Koeffizient von Ä^^ in A: 

b) Sind die Elemente in D voneinander unabhängige 
Variable, so ist: 



oder 



Ah As 



= i}. 



e^D 



dD dD 



dD BD 



düijc daj,g da^jf. da^g 



öa^jg dcLft 



= D' 



d^D 



dttiidarg ' 



c) 



D- 


«11 


• • • 


«15 






«Sl 


• • • 


«55 


^112) = 


1 


^41 


«43 


• 


5t 


1 

1 


«51 


«53 





A = 



-^11 • • • -^15 

-"Kl ... ^ 




= -2)3 



51 • • • ^55 
«12 «14 «15 
Ogs «24 «25 
«32 «34 «35 



§ 13. Symmetrische, schiefsymmetrische und 
pseudosymmetrische Determinanten. 

Unter symmetrischen Determinaoten versteht man 
solche, bei denen konjugierte Elemente einander gleich 
sind, also solche (nach S. 73) wie 0^ und a^^ (vgl. 
die Determinanten 1, 2, 3, 7, 8 in § 10). 



§13. Symmetrische usw. Determinanten. 
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Nach dem Multiplikationstheorem ist z. B. das Quadrat 
jeder Determinante eine symmetrische Determinante. 

a^ -\- b^ ac -{-hd 



a 


h 


2 


a b 


• 


a 


b 







d 




c d 




c 


d 





ac + bd c^ + d^ 

Jede Hauptunterdeterminante einer symmetrischen 
Determinante ist selbst wieder symmetrisch, und zwei 
konjugierte ünterdeterminanten einer solchen sind ein- 
ander gleich. Daraus folgt wieder, daß die reziproke 
Determinante einer symmetrischen Determinante selbst 
wieder symmetrisch ist. 

Hat die symmetrische Determinante die besondere 
Eigenschaft, daß für beliebige q ihrer Elemente ist: 



oder 



^h = ^i±q,k±q 



SO nannte sie Hankel orthosymmetrisch, Sylvester 
persymmetrisch, Frobenius rekurrierend. 
Beispiele: 



«3 



«2 
«3 



a. 



a, 



a. 



a. 



a 



n+l 



a 



n+2 



a 



n 



a 



n+l ^n+2 



^2n-l 



und 



b 


a 





d 


a 





d 


a 





d 


a 


1 


d 


a 


1 


e 



Sind die eben genannten Determinanten so beschaffen, 
daß alle Zeilen dieselben Elemente aufweisen und zwar 
derart daß jede Zeüe durch eine zyklische Vertauschung 
der Elemente aus der vorhergehenden entsteht, so hat 
man die zyklischen Determinanten oder Zirku- 
lanten; man findet auch die Bezeichnung doppelt- 
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orthosymmetrische Determinanten. Sie spielen bei 
gewissen Fragen der Zahlentheorie eine Rolle. 
Beispiel: 



«102% 

«2 «3 «4 
«3 «4 «5 



a 



n 



a. 



Qc 



a. 



Oj 02 ... Cln-1 

Sind in einer Determinante die konjugierten Elemente 
entgegengesetzt gleich, also 



ö^tt = 



«*» 



und dementsprechend 

«11 = 0^22 = ^ii ^ ^kk = . . . = a„„ = , 

so nennt man die Determinante schief symmetrisch, 
halbsymmetrisch, hemisymmetrisch. Man findet 
auch die Bezeichnung überschlagene oder symmetrale 
Determinanten mit verschwindenden Hauptdiagonal- 
elementen. 

Eine schiefsymmetrische Determinante von ungerader 
Ordnung ist Null, eine solche von gerader Ordnung ein 
Quadrat. 

Multiplizieit man alle Kolonnen einer (2 m + 1)- 
gliedrigen schiefsymmetrischen Determinante JD bezüglich 
aller Elemente mit (—1), so erreicht man nur eine Ver- 
tauschung der Zeilen mit den Kolonnen; andrerseits müßte 
aber die Determinante ihr Yorzeichea geändert haben. 
Es müßte also sein Z) = — D , was nur f ür JD =* rich- 
tig ist. 

Der Beweis des zweiten Teiles mag nur angedeutet 
werden; die § 12 Beispiel b) gegebene Formel redu- 
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ziert sich unter den jetzigen Bedingungen einer schief- 
symmetrischen Determinante auf 



ez)\2 



\dair) 



= D 



e^D 



danda^f ' 



falls i = k und r = s. 



Hiemach ist D ein Quadrat, sobald jede ihrer Hauptimter- 
determinanten von einem um zwei Einheiten niederen 
Grad ein solches ist. Da aber jede zweigliedrige schief- 
symmetrische Determinante ein Quadrat ist, muß jede 
geradgliedrige schiefsymmetrische Determinante ein Qua- 
drat sein. 

Beispiele: 



A 



—a —b 
a — c 
6 c 



= 0; 



A = 



= —a 



— a —h 


d 




c 


f 


+ ö 


e -f 








—a —b —d 

a — c —6 

b c f 

d 6 — /• 

-a — b ^d 
—c —e 
e —f 



— d 



a —b —d 
—c —e 
c f 



= (af+be — cd)^ 



Pseudosymmetrische oder schiefe Determi- 
nanten hat man vor sich, sobald die Hauptelemente 
nicht verschwinden, alle konjugierten Elemente aber ent- 
gegengesetzt gleich sind. 

Fischer, Determinanten. 7 
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Es mag nur auf den Spezialfall näher eingegangen 
werden, daß alle Hauptelemente untereinander gleich sind. 
Nach einem früheren Beispiel § 10 (5) läßt sich 



jD-= 



% 



a 



12 



^2 %3 



—a 



In 



23 



a 



13 



a 



23 



z 



«in 



X 



nach Potenzen von x entwickeln. In dieser Entwick- 
lung müssen das von x freie Glied und alle Unter- 
determinanten schiefsymmetrische Determinanten sein 

(«11 — • • • '^^ <^nn =^ ^)' Folglich müssen alle von un- 
gerader Ordnung verschwinden und diejenigen gerader 
Ordnung Quadrate sein. 

Ist also D von gerader Ordnung, so bleiben nur Glieder 
mit geraden Potenzen von x übrig, jede Potenz mit einer 
Summe von Quadraten multipliziert, so daß also D in eine 
Summe von Quadraten zerlegbar ist. 

Ist D von ungerader Ordnung, so läßt sich x aus der 
ganzen Entwicklung ausklammern, und es bleibt wieder 
eine Summe von Quadraten zurück, so daß sich also D 
ebenfalls in eine Summe von Quadraten zerlegen läßt, 
falls X = 1 ist. 

Eine besondere Gruppe der pseudosymmetrischen 
Determinanten sind die Kontin u ante n; die Hauptdiago- 
naJe enthält hier beliebige Elemente, alle andern ver- 
schwinden, mit Ausnahme der beiden zur Hauptdiagonale 
parallelen und benachbarten schiefen Reihen, welche auf 
der einen Seite nur Elemente vom Wert 1 , auf der andern 
vom Wert —1 enthalten: 



§14. Funktionaldeterminanten. 
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^ = («1 «2 • • • «n) = 



«1 


-1 





. 


.. 


1 


«2 


1 


. 


.. 0. 





1 


^3 


1 


.. 








1 


«4 • 


.. 


• 




• • • 




• • 




• • • 

. 


• • • 



Benutzt man die angegebene Abkürzung, so gibt die 
Entwicklung nach Unterdetenninanten die Rekursions- 
formel : 

oder = a^ioi . . . «n-i) + K • • • ö^n-2) j 

wonach das Bildungsgesetz sich erkennen läßt. 

Die Kontinuanten haben diesen Namen wegen ihrer 
Beziehungen zur Theorie der Kettenbrüche. 



§ 14. FnDktionaldeterminanteD. 

In der Einleitung wurde gezeigt, wie Jacobi durch 
seine Abhandlung „Über die Bildung und Eigenschaften 
der Determinanten" dazu beigetragen hatte, daß die Deter- 
minanten zu einem unentbehrlichen Werkzeug der Mathe- 
matiker wurden . Jener Abhandlung ließ Jacobi unmittelbar 
eine andere folgen:,, Über die Funktionaldeterminanten"*), 
worin er sich auf die erstere stützt und darauf eine selbstän- 
dige, neue Theorie aufbaut. Im folgenden mag kurz auf 
diese Theorie eingegangen werden, da es sich dabei, wie 
Stäckel sagt, um eine Anwendung der Determinanten von 
solcher Fruchtbarkeit handelt, daß es wohl kein Gebiet der 



*) Ostwalds Klassiker, Nr. 78. 
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höheren Analysis gibt, in dem man der „Jacobischen 
Determinante" nicht begegnet. 

Sind n Funktionen f^^ /"g , . . ., fn vorgelegt, von 
denen jede die n Yariabeln ar^ , arg , . . . , a;„ aufweist : 

/i ^^ /i v^i 3^2 .. . Xp) 

/ 2 "^ / 2 V^l ^ • • • ^n) 



/n — /nV^l 2?2 • • . a:„) , 



SO kann man jede Funktion partiell nach den einzelnen 
Variabein dif ferentiieren : 

6/i ö/i ef. 



dx^ 


dx^ 


BXn 


Sf2 


df. 


Sf2 


dx^ 


dx^ 


dx„ 


Sfn 


ßfn 


Öfn 



dx^ 6oß2 ^^n 

Die Determinante dieses Systems von, n^ partiellen 
Differentialquotienten nennt Jacobi die 

Funktionaldeterminante, 

oder genauer die Determinante, die zu den Funktionen 
fn fij • • • ? fn d^r Variabein x^^ Xg , . . . , x^ gehört, 
oder die in bezug auf die Variabein x^ , a-g » • • • ? ^n ge- 
bildete Determinante der Funktionen /i , /g , . . . , /i, . 
Analog seiner früheren Bezeichnungsweise einer Deter- 
minante schreibt sie Jacobi: 

y + 14. ^ 14 

^^ ~ Bx^ 6X2 C'Xn 



§ 14. Funktionaldetenninanten. 
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Nach Kronecker könnte man schreiben 



dxi 



(für ij k =1 , 2 , . . ., n) . 



Cauchy nannte sie an^og seiner Bezeichnungsweise 
der Determinanten „fonctions diff6rentielles alternees*'. 

Sylvester nannte sie zu Ehren Jacobis „Jacobians" 
und schrieb dafür: 

^\fi j ^ j • • • ) /n) • 
Dann findet man noch die Schreibweisen: 

• • • *M. m 



fx oder 



oder schließlich 



^(/i •■■ U) 



\ 1 • • • '^n) 



\X^ X^ • • • y>-n 

Die letzte Schreibweise rührt von Donkin her; er 
woUte durch sie andeuten, daß die Sätze über Funktional- 
determinanten eine auffallende Ähnlichkeit mit bekannten 
Differentialformeln zeigen und sich als deren Erweiterung 
betrachten lassen. 

Ist im besonderen 

dF ■ , 
/i = -^ (für i= 1, 2, ..., n), 

so nennt man die Funktionaldeterminante die „Hesse- 
sche Determinante" und bezeichnet sie mit 

d^F d^F d^F 



jy 



H{F) = 



dxl 
c^F 



cx^ 6X2 
S^F 



e^F 



dxl 



dx^dx^ dxnßx2 

Man erkennt z. B. S[{F) sofort als symmetrische Deter- 
minante der zweiten partiellen Differentialquotienten. 
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Ist F eine ganze homogene Funktion zweiten Grades 
der n Variabein x^ , . . . , ic„ , so sind die n Funktionen 
/i , » . ,, fn linear, und die mit (—1) multiplizierte Funk- 
tionaldeterminante wird die „Determinante der Form" 
genannt. 

Für 

fi = y^ciik^k (S A;=l, 2, ..., n) 

geht die Funktionaldeterminante über in die Determinante 



/== 



a 



11 



«in 



a 



nl 



a 



nn 



Die Sätze, die also für Funktionaldeterminanten gelten, 
werden im besonderen auch für die gewöhnlichen Deter- 
minanten Geltung haben. 

Der Grad einer Funktionaldeterminante wird sich ver- 
ringern, sobald mehrere der gegebenen Funktionen ein- 
zelnen Yariabeln gleich sind. So hat z. B. für 

/ 1 ^^ / 1 y^i ' ' • ^n) 1 • ' * 1 fm ^^ Im y^i • • • ^n) > 
/ wi+l ^^ "^m+l > Im+2 ""^ *^»n-2 j • • • ? /n^^'^n 

die Funktionaldeterminante den Wert 



^ — dx^ 



dx, 



2 



dx. 



m 



Im besonderen hat die Funktionaldeterminante den 
Wert 1, wenn 

Sind die Funktionen /^ , /g ? ' - -i fm abhängig von 
allen Yariabeln ic^ , X2^ . . . , a:„ , jedoch die Funktionen 

/m+l 7 /m+2 ? • • • ? /n ^^^ ^^^ ^w+1 ) ^w+2 ? • • 'i »^n j SO 



§ 14. Fnnktionaldeterminanten. 



103 



folgt aus dem 


. Bildungsgesetz und aus 


\ den 


Betrachtungen 


S. 74, daß 












.- >; + 


dxj^ 


Sfn 








-» 


dx^ 


df 
dXm 


•>;± 




denn 














ö/i 




SA 


ö/l 




ö/i 






dx^ 


• • • 


dx^ 


^^m+l 


• ■ • 


^ä^n 






Sfm 




Sfm 


Sfm 




Öfn, 




J- 


dx^ 


• • • 


S^m 


^^m+1 


• • • 


ßa;„ 









• • • 





Sfm+1 


• • • 











• • • 







• • • 


5/n 





Der wichtigste Grundsatz über Funktionaldeterminan- 
ten ist folgender: 

DieFunktionaldeterminanle dern Funktionen /^i , . . ., /» 
der Variablen x^^ . . . , a;„ verschwindet, sobald die Funk- 
tionen f voneinander abhängig sind, sobald also eine Be- 

existiert. 

Der Satz ergibt sich ohne weiteres daraus, daß fol- 
gende n Gleichungen: 



6F et\ , dF df, dF df, 

"1 'ET? ö r • • • ~r 



dfi dxt 



df^ dxj, ' '" ' df^ dxt 
(Ä; = 1 , 2 , . . . , n) 



= 
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gleichzeitig für die n Größen 



dF 

-^- (i= 1, 2, ..., n) 



bestehen müssen; abgesehen von dem Fall, daß alle 



sfi 



verschwinden, was gegen die Voraussetzung ist, kann das 
gleichzeitige Bestehen, wie im nächsten Paragraphen ge- 
zeigt wird, nur stattfinden, wenn die Determinante der 

dF 
Koeffizienten der -rr-r , also die Funktionaldeterminante 

der /"verschwindet. 

Sind die Funktionen f solche der Variablen y^ die 
selbst wieder Funktionen der unabhängigen Variablen x 
sind, so kann man von jedem f die Ableitung nach jedem 
a;, also im ganzen n^ bilden: 



öfi 






dx]g dy^ dx^. dy^ dxj^ 

ilmfC ^= JL, ^, ••., ft) • 



Sfi .. 



Die Fimktionaldeterminante aus den Elementen ^ 
dann eine Produktdeterminante: ^* 



ist 



J = 



SA 



SA 

Syn 
Syn 



Syi 

dx^ 

Syn 

ÖX^ 






Syn 

dx„ 



Falls nur eine Funktion /"von y vorliegt, wobei y = y{x) , 
so entspricht dies dem bekannten Satz in der Differential- 
rechnung: 

df df dy 

dx dy dx ' 
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Vgl. das obige Ergebnis in der Schreibweise: 

Schreibt man diese letzte Formel: 

^(fl'" fn) ^ ^ifi '"ff) . SjVi "-yn) 
^(2/1 • • • 2/n) ^{^1 '"^n) ' ^(^1 • • • «n) ' 

SO hat man das Analogen zu der bekannten Formel: 

df df dy 
dy dx ' dx ' 

rV. Anwendungen der Determinanten: 
§ 15. Auf algebraische Probleme. 

In der Einleitung wurde bereits erwähnt, daß die 
Detemünantentheorie ihre Entstehung der Auflösung 
von linearen Gleichungen verdankt. Es mag im 
folgenden auf diese wichtigste Anwendung der Deter- 
minanten kurz eingegangen werden. 

Vorgelegt sei folgendes System von n linearen Glei- 
chungen mit den n Unbekannten x^ ... x^\ 

«11 ^1 + «12 ^2 + • • • + «m^n = ^1 

^1 ^1 + «22 ^2 + • • • + <hn^n = ^2 



^nl^l + Ö^n2^2+ • • • + ^nn^n = ^n • 
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Anwendungen der Determinanten: 



Man nennt: 



2)== 



a 



11 



«in 



a 



nl 



a 



nn 



die Determinante des Systems. 

Multipliziert man die einzelnen Gleichungen mit den 
Unterdeterminanten der Elemente der ersten Kolonne 
von D und zwar so, daß die erste Gleichung mit A^^ , 
die zweite mit A^i usw., die letzte mit A^i multipliziert 
wird, und addiert man die so erhaltenen n Gleichungen, 
so bekommt man: 

X^ («11 Al + «21 ^21 + • • • + ^nl Al) 
+ ^2 \h.2 -^11 ~r ^2 -^21 I • • • "i «n2 ^nV 

+ i^n(^ln-^li "f ^2n^21 "!"•••+ Ö'nn^nl) 
= mi ^11 + TWg ^21 + • • • + ^n Al • 

Analog der früheren Bezeichnungsweise (§ 7) kann 
diese Gleichung kürzer geschrieben werden: 



X, 



^üii An + X2^ai2 Aii+ . . . 



wobei über alle möglichen i = 1 , 2 ,...,« zu sunmiieren 
ist. Alle Summen auf der linken Seite sind nun außer 
der ersten Null (vgl. Satz 6, § 7), so daß: 

x^^Oii Aii =^mi Aii . 

Femer erhält man durch Multiplikation aller Gleichun- 
gen mit den ünterdeterminanten der zweiten Kolonne 
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und durch darauffolgende Addition aller so multiplizier- 
ten Gleichungen: 



% 



t t 

+ ^n^<^in A2 =^^i A2 1 
% t 

worin auf der linken Seite alle Summen außer der 
zweiten verschwinden, so daß: 



X2 



'^ai2 Ai2 =^miAi2 . 



Dasselbe kann man bezüglich aller Kolonnen aus- 
führen, so daß man schließlich hinsichtlich der letzten 
Kolonne erhalten würde: 

^n '^^in An =^^i An • 
t t 

Damit hat man ein neues Gleichungssystem für die 
n Unbekannten a^, x^^ . . . , x^ gefunden , das ohne 
weiteres folgende Lösungen gestattet: 

^'^iAi ^'fniAi2 

^ etil An ^«12^2 

^^«i Ain 
% 



^<^%nAin 



Hierbei sind die Nenner alle gleich Z), der Deter- 
minante des Systems. Femer erkennt man, daß die 
Zähler ebenfalls alle als Determinanten geschrieben 
werden können; man erhält den Zähler von a^i , wenn 
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man in D die Elemente der ersten Kolonne durch m^ , 
rwg , . . . , w„ ersetzt, den Zähler von x^ , wenn man in D 
die Elemente der zweiten Kolonne durch w^ , TWg , . . . , m^ 
ersetzt usw., schließlich den Zähler von ic„, wenn 
man in D die Elemente der letzten Kolonne durch m^ , 
wig 5 . . . , ^n ersetzt (Gramer). 

Die Lösungen können jetzt geschrieben werden: 




X. 



n 



1 


«11 


«12 


. m^ 


n» 


D 


• • 


• • • 

Cln2 ' ' 


• • • 


~ D • 



Daß diese Werte tatsächlich eine Lösung des Systems 
büden, kann man sehen, falls man die gefundenen 
"Werte einsetzt, worauf jedoch nicht weiter eingegangen 
werden soll. 

Ein System von n linearen Gleichungen mit eben- 
soviel Unbekannten nennt man homogen, sobald die 
von den Unbekannten freien Glieder, also im obigen 
System die n Größen m^ bis m„, verschwinden: 



a 



11 



Xi + . . . + a^n^n = 



Als selbstverständliche Lösungen erkennt man sofort: 

»t'j ^^ •*'o ^~~ ... ~— Xft ^— — \J « 



§ 15. Auf algebraische Probleme. 



109 



Ein solches homogenes lineares GHeichungssystem 
kann jedoch auch Lösungen aufweisen, die nicht sämt- 
lich verschwinden, wie aus Folgendem hervorgeht: 

Jede Gleichung des vorgelegten Systems durch x^ 
dividiert gibt: 



^1 , , ^ ^n-l 

öfii — -h • • • -h %,n-l 



X, 



n 



X, 



= —Um 



Xi ti— 1 

Xj^ X^ 

Die ersten (w — 1) Gleichungen nach den (n — 1) Un- 

X X t ' 

bekannten — , . . . , -^^^- aufgelöst geben z. B. für 



X, 



n 



X 



Xi 



X, 



=(-!)•; 



n 



a 



11 



%,*-! %«• %,*+! ••• ^l,n-l 



^n-1,1 •••ö^n-l,*-l^n-l,n^n-l,fc+l •••ö^n-l,n-l 



a 



11 



%,n-l 



^n-1,1 • • • ^n-l,n-l 

Den Divisor erkennt man ohne weiteres als die Unter- 
determinante Ann '^on a^n in 



D== 



a 



11 



«ii 



a 



nl 



a 



nn 



In der ersten Determinante läßt man eine zyklische 
Vertauschung der (w — k) letzten Kolonnen eintreten 
{n — k — 1 Zeichenwechsel!). Dann kann die so umge- 
änderte Determinante als Unterdeterminante A^k auf- 
gefaßt werden, falls man sie sich noch mit ( — 1)**+* 
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multipliziert denkt. Jetzt steht vor der ersten Deter- 
minante der Faktor (—1) • (— lf-*-i • (—1)"+* = + 1 , 
und man kann schreiben: 

^k -^nk 

Läßt man k aUe möglichen Werte von 1 bis n — 1 
annehmen, so hat man die gesuchten Lösungen des ver- 
änderten Systems, woraus sich aber sofort für die Un- 
bekannten des gegebenen Systems ableiten läßt: 

Xj^:x2'. ... : a?« = A^i : An2 : . . . : Af^f^ 
oder 

x^ = JiA^i , X2 = A^,|2 j . . . , a^^ = jiAf^f^ , 

wo k eine ganz beliebige Zahl sein kann. 

Die Division jeder Gleichung durch x^ ist nur ein 
spezieller Fall; hätte man durch ein beliebiges x, 
durch Xx;, dividiert, so würde man als proportionale 
Größen zu den Unbekannten die ünterdeterminanten der 
Ä:-ten Zeile von D erhalten haben, so daß man also 
folgende Lösungen erkennt: 

X^ = A^jj , X2 = A-^12 ) • • • 7 ^n ""^ ^A-ifn 

ocier x-t = A^oi j *^2 ^^^ ^-^22 5 * * * j w — ^ "^2 Ä 

oder x^ = aAj^i , 2*2 = a^^2 > • • • > »^n ^^ ^^nn • 

Setzt man die Lösungen z. B. der letzten Zeile in 
das vorgelegte Gleichungssystem ein, so werden die 
ersten (n — l) Gleichungen identisch befriedigt, während 
man für die letzte erhält: 
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demnach muß zu den obigen Lösungen noch die Be- 
dingung 



D = 



= 



Cl'nl • • • ^nn 

treten, so daß man schließlich sagen kann: 

Als Lösungen eines homogenen linearen Öleichungs- 
syslems von n Unbekannten sind die mit einer be- 
liebigen, aber für alle Unbekannten gleichen Zahl mul- 
tiplizierten Unterdeterminanten der n Elemente irgend 
einer Zeile oder Kolonne der Determinante des Systems 
anzusehen, falls diese Determinante verschwindet; im 
andern Fall weist das System nur die Lösungen 
0u-§ — — Xa — ^ . • . ^^ ^fi ~~~ \f am. 

Hieraus folgen die beiden Sätze: 

Ein homogenes lineares System von n Gleichungen 
mit ebensoviel Unbekannten wird nur dann von einem 
System endlicher, nicht verschwindender Werte für diese 
Unbekannten befriedigt, falls die Determinante des Systems 
verschwindet. 

Ein nicht homogenes lineares Gleichungssystem von 
n GleichuDgen mit {n — 1) Unbekannten kann nur dann 
von demselben System von (^—1) Werten für diese 
Unbekannten befriedigt werden, wenn die Determinante 

aller Koeffizienten verschwindet. (Beweis durch Zu- 

rückfuhrung auf den vorhergehenden Fall: x^ = — 7-, 



xi 7 



Xfi Xf 

Im Anschluß an die Behandlung von linearen 
Gleichungen mag mit einigen Worten auf die linearen 
Substitutionen verwiesen werden. 
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Sollen in irgend einer oder in mehreren Funktionen mit 
den Veränderlichen «i , ac, , . . . , Xn für diese Veränderlichen 
lineare Ausdrücke gesetzt werden, die von n neuen Ver- 
änderlichen yi » y« , . • . , y„ in folgender Weise abhängen: 

^1 = «11 yi + «12 ^2 + . . . + a^nyn 

^2 = «21 yi + «22 ^2 + • • • + ^2nyn 



^n== «nl^i + ««2^2 + . . . + %nyn ^ 

SO nennt man dies eine lineare Substitution oder Trans- 
formation und die Determinante 



D = 



a 



11 



a 



In 



a. 



nl 



a 



nn 



dieSubstitutionsdeterminanteoder denModul. Letztere 
muß immer von Null verschieden sein, da sonst hierdurch 
eine Abhängigkeit der x bestimmt wäre. 

Will man umgekehrt die y durch die x ausdrücken, so 
verfährt man wie früher und erhält z. B. für 



a 



11 



a^ 



«n,t-l 



X, 



a 



i,t+i 



a 



In 



^n «n,t+l 



a. 



•"nl • • • "^Hyt-l "^n **n,*+l • • • ^nn 

oder anders geschrieben: 

^'yk = ^Ik^i + ^2*^2 + . . . + ^nk^n 1 

so daß die zu der gegebenen inverse Substitution heißen 
würde: 

Dy^ = Ai x^ + Ä^^x^-h . . . + A^^x^ 

-^2/2 = -0-21 ^1 "T -^22 ^2 + • • • "+" '^2n *^n 



•^ 2/n — -^nl ^1 "^ -^n2 ^2 + • • • + '^nn ^n • 

Für D = 1 nennt man nach Sylvester die lineare Sub- 
stitution unimodular. 
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Sind die gegebenen Funktionen folgende: 

fi = ^1 a?i + &12 aJa + . . . + \n^n 
U = ^21 ^1 + ^2« a?2 + . • • + \n^n 



oder kürzer ausgedrückt: 

fi =^hk^k 1 (i, Ä: = 1, 2, . . ., n) 

k 

80 gehen dieselben durch die Substitution: 

^1 = ö^ii 2/i + Oi2 2/2 + • . • + ain^n 
^2 == 0^21 ^1 4- «22 2/2 + ... + a2n ^n 



^n=«nl.Vi+«n2y2+ • • • + ^nnyn 

oder kürzer durch: 



Xi -^y^a^jtyk (t , Ä = 1, 2, . . ., n) 

über in: 

fi^y^CikVk^ (i, Ä: = l,2, . . ., n) 

wobei: 

und demnach \ c^i\ die Produktdeterminante von \ dn^l und 

I ^'Ir I ist. 

Man kann somit sagen: 

Transformiert man ein System von linearen Formen, wie 
man die n Funktionen fi'.-fn auch nennt, linear, so ist die 

Determinante des transformierten Systems gleich der Deter- 
minante des ursprünglichen Systems multipliziert mit dem 
Modul der Transformation. 

Fischer, Determinanten. 8 
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Eine besondere Eolle unter den linearen Transformationen 
spielen die orthogonalen Transformationen. Man nennt 
die lineare Transformation 



^«. 



orthogonal, wenn die Summe der Quadrate der ursprünglichen 
Veränderlichen x transformiert wird in die Summe der 
Quadrate der neuen Veränderlichen y (Euler, Cauchy, Jacobi, 
Cayley). Hieraus ergibt sich für die Koeffizienten der linearen 
Transformation: 

/ 1 f ür t = Ä: 
au<^ik + <^uHh + " ' + <^ni^nk=' \o für i4=Ä. 

Also ist das Quadrat des Moduls, oder wie man sagt, 
der orthogonalen Determinante gleich 1; also diese 
selbst gleich ± 1 . 

Eine weitere Anwendung der Determinanten in der 
Algebra bildet die Aufstellung der Kesultante von 
zwei Gleichungen höheren Grades, welche durch 
ihr Verschwinden anzeigt, daß die beiden Gleichungen 
eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen. 

Gegeben sind die beiden Gleichungen: 

a^ 05* + &i 03 + q = 

aa CC^ + 62 35^ + Ca 03 + C?a = . 

Bedeutet x die beiden gemeinschaftliche "Wurzel, so mögen 
folgende fünf Gleichungen gebildet werden: 

a^ 05* + 5i 03 + Cj = 

a^x^ -\-\x^ + c^x =0 

a^ X* + 61 03^ + q 03* =0 

a^x^ + b^x^ + c^x + d^ = 

a^x* + b^x^ + c^x^ + d^x = . 

Sollen diese fünf Gleichungen gleichzeitig für x oder, 
was dasselbe ist, für die vier Unbekannten x^ 05*, 05*, 05* 
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bestehen, so muß nach früheren Betrachtungen folgende Deter- 
minante verschwinden: 





a, 




a^ 6i 



«1 



\ 












J, 



= 0. 



Bezout nannte diese Gleichung (S. 10) „equation räsul- 
tante^\ und danach nennt man diese Determinante die Eesul- 
tante der beiden vorgelegten Gleichungen höheren Grades; 
ihr Verschwinden gibt also die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür an, daß die beiden gegebenen höheren 
Gleichungen mindestens eine gemeinschaftliche Wurzel be- 
sitzen. 

Nach diesen Betrachtungen kann man sich ohne weiteres 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür aufstellen, 
daß eine beliebige Gleichung n-ten mit einer anderen m-ten 
Grades mindestens eine gemeinschaftliche Wurzel hat. Die 
Resultante hat dann die Form einer (n + fn)-gliedrigen Deter- 
minante. Die Art und Weise dieses Verfahrens wird die 
dialytische Methode Sylvesters genannt. 

Die dialytische Methode kann mit Vorteil angewendet 
werden, wenn es sich um die Auflösung zweier quadratischer 
Gleichungen mit zwei Unbekannten handelt (vgl. Sporer). 

Sind z. B. gegeben die beiden Gleichungen 

ax^-\-hy^ + cxy •\- dx -\- ey ■\- /"«O 
a'x^-{- h'y^ -{-c'xy'\-d'x+ e'y + /*'=0 , 

so schreibt man dieselben: 

ax^+ (cy + d)x + (by^ + ey +f) =0 
a'x^ + (c'y ■\-d')x-{- {b'y^ + e'y + f) = 

oder einfacher: 

Äx^-^ Bx + C = 

A'x* + B^x + C = , 

8* 
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1 



-woraus die vier Gleichungen folgen: 

Äx^+ Bx^ + Cx =0 

Ax^ + Bx +C =0 

A'x^ + B'aj« + Ca; =0 

A'x* + B'x+C'=0 , 

Für das gleichzeitige Bestehen dieser vier Gleichungen muß sein : 

A B C 

A B C 

A' B' C" 

A' B' C 

Dies ist eine Gleichung vierten Grades für y, wodurch 
andererseits wieder x bestimmt ist. 
Beispiel: 

x^ -2x1/ + 3a; + 2 = 

— t/* ■\-2xy + x — y — 2 = 0. 



= 



0. 



1 


-2y + 3 


2 








1 


-2J/ + 3 


2 





2y + l 


-{y^ + y-\- 2) 











22/+1 


~(y* + 2/ + 2) 



oder 



3j/* 



2y» - 122/* - 23y - 12 = usw. 

Schließlich mag noch auf eine besondere Anwendung der 
Resultante verwiesen werden. 
Liegt eine Gleichung 

/•(jr) = air" + 6x~-^+ ... =0 

vor, so kann man f{x) ausdrücken durch die n Wurzeln «^ , 



a 



2 1 



• • 1 ^n J 



f(x) = a(x - aj (a? - «j) ... (cc - «„) . 

Besitzt ^(a?) = eine Doppelwurzel «i = äj = ä , ist also 
f(x) = a(jj - ay (a; -«,)... (a; - «^ , 
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so muß f\x) den Faktor (x — oc) enthalten, d. h. die beiden 
Gleichungen 

f(x) = und f\x) = 

haben eine gemeinsame Wurzel. 

umgekehrt muß die Resultante der beiden Gleichungen 
f{x) = und f\x)= verschwinden, falls f{x) eine Doppel- 
wurzel haben soll. In diesem Fall nennt man die Resultante,' 
die ja von der Gleichung f(x) = allein abhängig ist, die 

Diskriminante der Gleichung f(x) = . 

Ihr Verschwinden ist also die Bedmgung dafär, daß die vor- 
gelegte Gleichung eine Doppelwurzel aufweist. 

§ 16. Auf geometrische Probleme. 

Besonders fruchtbar hat sich die Lehre von den Deter- 
minanten für die analytische Geometrie erwiesen. Auch 
hier sind es vor allem Gleichungen, durch die ja die ver- 
schiedenen ebenen und räumlichen Gebilde dargestellt 
werden, welche eine Anwendung der Determinanten nahe- 
legen. So mögen zur weiteren Erläuterung der Lehre 
von den Determinanten aus dem großen Gebiet der ana- 
lytischen Geometrie einige Aufgaben behandelt werden. 

Die Gleichungen dreier Geraden sind: 

a'x + Z)'t/ + c' = 
a''x + V'y + c^' = . 

Sollen sich diese drei Geraden in einem Punkt schneiden, 
so müssen die drei Gleichungen für ein Wertepaar x , y 
gleichzeitig verschwinden. Demnach ist: 



a b c 

^f !>/ ^f 

\ a c 

I 

, ^// r// _// 

\ a c 



= 
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die Bedingung dafür, daß sich die drei Geraden in einem 
Punkt schneiden. 

Der Inhalt eines durch drei Punkte (xj, 2/1) j (^2j ^2)? 
(ajg, 2/3) bestimmten Dreiecks ist: 

J= i{»i 2/2 -«22/1+ ^2 2/3 -^32/2+ ^3 2/1 — ^1 2/3> • 
Dies kann man auch schreiben: 



J=\ 



^1 Vi 



X, 



2 



1 
1 



a^3 2/3 1 



Läßt man einen der drei Punkte, z. B. {x^ , ^j) , alle 
möglichen Lagen annehmen, ohne daß sich / ändert, 
so erhält man als Bedingung, bzw. als Gleichung des 
geometrischen Ortes für die Lagen aller dieser Punkte (x^y): 



= 2/ 









X y 1 








2*2 2/2 1 








Ä-3 2/3 1 


oder 






0^(2/2 


•2/3)- 


2/fe ^3) + « 


oder 






y- 


^2 


-2/3 
^3 


X2 Xq 



{^2 2/3 — «^3 2/2 — 2 J) 



Dies ist aber die Gleichung einer Parallelen zu der 
durch {x2 , 2/2) ^^^ {^3 ) 2/3) bestimmten Geraden. Letztere 
selbst erhält man, falls /= gesetzt wird. 

Drei beliebige Punkte liegen in einer Geraden, sobald 
das durch sie bestimmte Dreieck verschwindet ; die Koordi- 
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naten der drei Punkte müssen dann also folgender Be- 
dingung genügen : 



X. 



Xg 



Vi 

2/2 



1 
1 



X 



3 



X. 



3 



= 



Sind drei Geraden in der S. 1 1 7 angegebenen Form vor- 
gelegt, so soll jetzt das dadurch bestimmte Dreieck seinem 
Inhalt nach durch die neun Konstanten dieser drei Ge- 
raden ausgedrückt werden. 

Da gilt es zunächst, die drei Schnittpunkte der Drei- 
ecksseiten, bzw. ihre Koordinaten zu bestimmen. Die 
ersten beiden Gleichungen liefern x^ und y^ : 



x^ -. 



—c b 



// 



a b 
a' b' 

analog wird: 

X, 



^// > 



Vs 



a — c 



a 



B" 



a b 
a' b' 



1// 7 



C ' 



A' 



Xa 



1/ > 



Vi 



2/2 






/ j 



wobei die Ausdrücke ^, 5, (7, -4', . . 
determinanten von: 

a b c 

^f Iv' >./ 

a c 




die Unter 



a 



// i// 



.// 
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bezüglich der Elemente a,h,c, a'^ ... sind. Nun wird: 



j=i 



X, 



Vi 



^2 2/2 1 



JCc 



2/3 



2c.(r.c'' 



ABC 
A' B' C 
A'' B'' a' 



Nach den Betrachtungen tiber reziproke Determi- 
nanten ist: 

a h c 

a' y c' 



A 


B 


G 




A' 


B' 


C 




A" 


B" 


C" 





a'' V c'' 



60 daß: 



J = 



2 C C C 



1// 



a b c 

a' y c' 

b' 



^ff 7.'/ ^ff 
a c 



2 



oder Yom Yorzeichen abgesehen: 

a b c 

a' y c' 

b 



e7 = 



«^^ L^^ ^ff 

a c 



2 



a 


b 




a' 


b' 




a 


y' 


a' 


b' 


• 


a" 


b" 


• 


a 


b 



Durch drei Punkte ist ein Kreis bestimmt; nian soll 
die Gleichung des durch die drei Punkte {x^ , 2/i) j fe ? 2/2)) 
(^3 7 2/3) gehenden Kreises aufstellen. 

Die gesuchte GlMchung muß die Form haben: 



x^-\-y^~\-ax-\'by-{-c = 0. 
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Die Koordinaten jedes der drei gegebenen Punkte müssen 
diese Gleichung befriedigen; also müssen mit dieser 
Gleichung folgende drei gleichzeitig bestehen: 

'x^ + y^ + aXi + byi + c^O. (i=l, 2, 3) 

Das Zusammenbestellen dieser vier Gleichungen ist nur 
möglich, wenn: 



3^ + y^ 


X 


y 


1 


'4 + yi 


Xi 


yi 


1 


<4 + yl 


^i 


Vi 


1 


x^ + yl 


"s 


Vs 


1 



= 0. 



Dies ist die gesuchte Kreisgleichung. 

Im Anschluß hieran soll die allgemeinere Aufgabe ge- 
löst werden, die Gleichung eines durch fünf Punkte be- 
stimmten Kegelschnittes aufzustellen. 

Die Gleichung eines beliebigen Kegelschnittes hat die 
Form: 

ax^-\-by^-^cxy'^dx-\-ey'\-f^=0. 

Dann müssen mit dieser zusammen die fünf Gleichungen 
bestehen: 

axj + by^ + cxiyi + dx^ + e«/» + /i = 
(i=l,2, 3, 4, 5), 

was nur möglich ist, falls 



a? 



x\ 



2 



y 



y\ 



X y 

^yi 



X 



X. 



y 
yi 



1 
1 



xi 



xi 



5 ^52/5 ^5 % 1 

und dies ist die gesuchte Gleichung. 



= 0, 
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Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes schreibt 
man aus Symmetriegründen gewöhnlich in folgender Form : 

Führt man homogene Koordinaten ein, d. h. ersetzt man 



X durch — 
x^ 



und y durch 



o:« 



x^ 



so lautet die obige Gleichung: 

%1 ^1 \ ^2 ^2 "r ^33 
+ 2 «12 2^1 ^2 + 2 «13 iCi a-3 + 2 023 0-2 Xg = , 



0^3 



was nach bekannter Schreibweise kürzer dargestellt wer- 
den kann durch: 



^ 



(^ik^i^k = . (für i, Ä = 1, 2, 3 und o^^j. = Oj^^) 



Wie nützlich diese Darstellung unter Zuhilfenahme 
der Determinanten ist, soll an der allgemeinen Diskussion 
einer Gleichung zweiten Grades gezeigt werden, die aber 
der Kürze wegen nur den Endergebnissen nach angeführt 
werden kann (vgl. Sammlung Göschen: Bürklen, Formel- 
sammlung) : 



Setzt man: 



und 



«11 



o 



12 



a 



13 



a, 



21 



a 



22 



o, 



23 



a 



31 







32 



O 



33 



= D 



«11 ^2 ~ «12 • «: 



21 



= o 



11 «22 



— O 



12 



"33 » 



wobei die Größen o die Koeffizienten der obigen Gleichung 
zweiten Grades sein sollen, so stellt diese dar: 
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A. einen eigentlichen (nicht zerfallenden) Kegelschnitt, 
wenn i) 4= , und zwar 

1. eine Ellipse, wenn A^^ > ; dieselbe ist reell oder 
imaginär, je nachdem a^^ und D verschiedene oder 
gleiche Vorzeichen haben; sie ist ein Kreis, wenn 

2. eine Parabel, wenn ^33 = , 

3. eine Hyperbel, wenn J33 < ; 

B. eineoi zerfallenden Kegelschnitt, wenn D= , und zwar 

1. ein reelles sich schneidendes Geradenpaar, wenn 

As < , 

2. ein paralleles Geradenpaar (reell und verschieden, 
zusammenfallend oder imaginär), wenn ^33 = , 

3. ein imaginäres, sich schneidendes Geradenpaar, wenn 
J33 > . 

Aus der ebenen Geometrie mag noch auf eine Auf- 
gabe eingegangen werden, die gestattet, die Gleichung 
eines Kegelschnittes in Determinantenform anzugeben. 

Es soll zimächst untersucht werden, unter welcher 
Bedingung eine Gerade Tangente an einen Kegelschnitt ist. 

Zu diesem Zweck mag irgend eine Gerade: 

ax -{- by + c = 

ebenfalls in homogenen Koordinaten dargestellt werden: 

axj^ -{- bx2 -\- cXq = , 

Jede Gerade ist eindeutig bestimmt, sobald man die 
Größen a^ h ^ c (ihrem Verhältnis nach) kennt. Da diese 
Größen eine Gerade in der Ebene bezüglich eines festen 
Koordinatensystems ebenso definieren, wie die Abstände 
eines Punktes von den Koordinatenachsen diesen selbst, so 
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nennt man die ersteren Linienkoordinaten im Gegensatz 
zu den letzteren, den Punktkoordinateü. Man bezeichnet: 

und nunmehr stellt die Gleichung: 

i=l,2,8 

für feste Werte von u^ (oben z. B. a , 6 , c) alle Punkte 
einer Geraden dar. Dieselbe Gleichung stellt aber für 
bestimmte Werte von x^ alle möglichen Geraden durch 
den Punkt x {x^ , a-g > ^s) ^^^ ^^^^^^ ^^S^ sie stellt diesen 
Punkt in Linienkoordinaten dar. 

Zur Lösung der oben augeführten Aufgabe mag daran 
erinnert werden, daß die Gleichung der Polaren eines 
Punktes f (fj , Ig , fg) bezüglich des Kegelschnittes 

(für » , Ä: = 1 , 2 , 3 und a^j^ = a^^) 
lautet: 

^(^^ik ^A^i = Ö (für t, Ä; = 1 , 2, 3 und a^j^ = aj,i) 

oder die Summen ausgeführt: 

(«11 fi + «12 ^2 + «13 Is)^ 
+ (^1 fi + «22 ^2 + «28 ^3)^2 

+ (^1 fl + ö?32 ^2 + ^3 fs)^ = Ö • 

Diese Gleichung wird man natürlich sofort aufstellen 
können, sobald man die Linienkoordinaten der Polaren 
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kennt. Dies besagt aber nichts anderes, als daß man die 
Polare auch darstellen kann durch die drei Gleichungen : 

Q^i = y^(hkh, (*, A;= 1, 2, 3 usw.) 

"WO Q ein Proportionalitätsfaktor ist. 

Diese Polare geht über in die Tangente, sobald der 
Punkt f auf den Kegelschnitt zu liegen kommt Der 
Pol f und die Polare liegen dann vereinigt, d. h. die Ko- 
ordinaten I müssen dann der Polarengleichung genügen : 



t 



(i=l,2, 3) 



Somit müssen filr die drei "Werte li , f 2 j ^ 3 folgende vier 
Gleichungen gleichzeitig bestehen: 

— 9^1+ «11 fi + «12 fa + «13 f 3 = ö 

— QU2 + «21 fi + a22 ^2 + «23 f 3 == ö 

— QKS + ögi-fi + Ö32 ^2 + «33 ^3=0 

«*1 f 1 + «*2 f 2 + «^3 f 3 = ö , 

was nur möglich ist unter der Bedingung: 



(I) 



Wi 



w. 



Ut 







«11 « 



12 



a 



13 



a 



21 



flf 



81 



«22 «23 
«32 «33 



U, 



U2 



U< 



= . 



Soll also irgend eine Gerade mit den Linienkoordi- 
naten ^1,^2, W3 Tangente an den Kegelschnitt 



^ 



a^j^XiZ]^ = (i, /c = 1, 2, 3 und a^^ = a;^^) 
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sein, so müssen ihre Linienkoordinaten dieser Gleichnng 
genügen. Man sagt nun, die Gleichung (I) ist die Gleichung 
der Kurve zweiter Klasse, wenn man unter der Kurve 
zweiter Klasse die Gesamtheit aller Tangenten an die 
Kurve zweiter Ordnung versteht. 

Löst man ferner die drei Gleichungen: 



QUi = 'y'anXj^ 



^ 



(i«l,2,3) 



auf nach den Größen x^ , so erhält man nach Früherem 
(S. 112): 

g'xi ==^Jij^Ui. , (i = 1, 2, 3) 

k 

WO die Aij^. die ünterdeterminanten von D (S. 122) sind 
und Q^ ein Proportionalitätsfaktor ist. 

Diese Gleichungen gestatten, zu jeder durch ihre Linien- 
koordinaten bestimmten Geraden u den zugehörigen Pol 
X zu bestimmen. 

SoU nun wieder Pol und Polare vereinigt liegen (soU 
also die Polare zur Tangente werden), so müssen die vier 
Gleichungen gleichzeitig bestehen: 



k 

y'xiUi^o, 

% 

was nur möglich ist, wenn: 



(i, Ä=l, 2, 3) 
(^•=1,2,3) 



(11) 



X. 



x> 



2 



Xn 







^11 A2 

-^21 ^22 
^31 -^32 



'13 



'23 



'33 



X. 



Xa 



Xri 



= 0. 
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Diese Gleichung muß also für die Punktkoordi- 
naten eines Punktes x bestehen, dessen Pol auf der zu- 
gehörigen Polaren eines durch die* a^^. bestimmten Kegel- 
schnittes und damit auf diesem selbst liegt. Mit anderen 
Worten, dies ist in veränderter Form, in Determinanten- 
form, die Gleichung eines Kegelschnittes in Punktkoordi- 
naten. 



Die Bedingung dafür, daß sich die vier Ebenen 

aiX + hy + CiX + di^O (* = 1, 2, 3, 4) 

in einem Punkte schneiden, fällt zusammen mit dem 
gleichzeitigen Bestehen dieser Gleichungen; also folgt: 



«1 
a 



3 



f>i 



'2 



'3 



^1 



^2 
Ca 



'3 



a. 



d. 



= 0. 



Auch in der analytischen Geometrie des Eaumes wer- 
den die Formeln übersichtlicher, sobald man homogene 
Punkt-, bzw. Ebenenkoordinaten einführt. Irgend eine 
Ebene stellt sich dann dar durch: 

^UiXi^O, (i=l, 2, 3, 4) 

sobald die vier Werte % (* = 1 , 2 , 3 , 4) fest gegeben 
sind. Haben aber die a:^ (* = 1 , 2 , 3 , 4) fest gegebene 
Werte, so stellt diese Gleichung die Bedingung dar, der 
die vier Ebenenkoordinaten w^ (i = 1 , 2 , 3 , 4) genügen 
müssen, damit die Ebene durch den Punkt x verläuft; 
man sagt, es ist die Darstellung eines Punktes in Ebenen- 
koordinaten. 
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Deutet man durch einen zweiten Index bei x< oder 
t*<, also durch x^, 0:^2? • • • öder w^i, w^2? • • • 7 ^0 
Koordinaten verschiedener Punkte 1 , 2 , ... oder ver- 
schiedener Ebenen 1 , 2 , ... an, so lassen sich z. B. 
die Gleichungen von vier Ebenen darstellen durch: 

^wa^i = {i, k = l, 2, 3, 4) 

und die Bedingung, daß sich diese durch die u^^ defi- 
nierten Ebenen in einem Punkt schneiden, könnte man 
kurz angeben durch: 

\un\ = . (*, Ä; = 1, 2, 3, 4) 

Die Gleichungen von vier Punkten (in Ebenenkoordi- 
naten) würden lauten: 

^a?itWi = 0, (i, A; = 1, 2, 3, 4) 

i 

und die Bedingung, daß die durch die x^ definierten vier 
Punkte in einer Ebene liegen: 

^ik\ = . (i, Ä; = 1, 2, 3, 4) 

Denkt man sich in der letzten Gleichung die Elemente 
der ersten Zeile variabel und die anderen fest gegeben, 
so hat man die Gleichung einer durch drei Punkte be- 
stimmten Ebene, wie unter ähnlicher Annahme: 

|wit| = (i, k=l, 2, 3, 4) 

die Gleichung • (in Ebenenkoordinaten) eines durch drei 
Ebenen bestimmten Punktes ist. 

Auch das Tetraedervolumen gestattet unter Zuhilfe- 
nahme der Determinanten eine einfache Darstellimg. 

In gewöhnlichen Pimktkoordinaten heißt die Glei- 
chung einer durch drei gegebene Punkte P^ (x^ , y^ , %) , 
•^2 (^2 » 2/2 j ^2) ? A ('^3 7 2/3 ? ^3) gehenden Ebene E : 
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X 



y 



X 



«1 2/1 H 1 

*^2 2/2 % -^ 



Xfl 



= 



2/3 % 1 

Setzt man an Stelle a:, 2/, ^ in dieser DetermiDante 
(D) die Koordinaten a^Q , «/q , z^ eines beliebigen Punktes 
Pq , so erhält man eine neue Determinante [D^ . Es ist 
nun Dq proportional dem Abstand p des Punktes Pq von 
E. Den Wert p selbst erhält man (nach den Sätzen über 
die Hessesche Normalform einer Ebene), wenn man Dq 
dividiert durch die Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der Koeffizienten von ^Cq , 2/0 > ^0 i^ ^0 7 ^^^ durch 



/ 

/ 


Vi 


% 


1 


2 


X^ 


«1 


1 


2 


Xi 


2/1 


1 


2 


/ 


Vi 


^ 


1 




X2 


X2 


1 


+ 


X2 


2/2 


1 




1 


Vz 


^3 


1 




^3 


«3 


1 




a^s 


2/s 


1 





Hierin stellen die Determinanten unter der Quadrat- 
wurzel die doppelten Projektionen des Dreiecks Pj^P2P^ 
auf die drei Koordinatenebenen dar, so daß die Quadrat- 
wurzel gleich dem doppelten Dreieck P^ Pg P3 ist. Da also 

D,:2A{P,,P2,P,)=p, 
so ist 

Das ist aber der sechsfache Inhalt (F) des durch die 
Punkte P(,, Pj, Pj, P3 gebildeten Tetraeders, so daß: 



I^=i 



X, 







X. 



X, 



2 



X 



3 



yo 


/v 

^0 


1 


Vi 


% 


1 


Vi 


^2 


1 


Vi 


^3 


1 



Fischer, Determinanten. 
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Fällt Pq in den Koordinatenanfangspunkt, so kann 
gesetzt werden: 



y=i 



X, 



X, 



2 



Xn 



Vi 

2/2 



^1 



y-^ 



Qi'Q2 'ßs 
6 



was bei Einführung von Polarkoordinaten: 

Xi = QiGOQOCi, yi = Qicosßi, z^ = ^iCOsy< (i = 1 , 2, 3) 

übergeht in: 

Ql cos«! ^1 COS/Si Qi COS^i 

^2 cos «2 ^2 cos Ä Ö2 COS ^2 
^3 COS «3 ^3 COS ß^ ^3 COS y^ 

cosÄi cos)8i cosyi 

COSÖC2 cos ^2 C0S}'2 

COSÄ3 cos/83 cosyg 

Die letzte Determinante nennt man den Sinus der von 
den drei Radien q^, ^g ? ^3 gebildeten Ecke und be- 
zeichnet ihn mit sin(^i , ^2 j ^3)7 so daß: 

6 F= ^1 . ^2 • ^3 sin fei , ^2 1 Qs) • 

Im Anschluß hieran mögen noch die Flächen zweiter 
Ordnimg Erwähnung finden. 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird dargestellt durch 
die Gleichung: 

ax^ + by^ + cz^ + 2dxy + 2exz + 2fyz 
+ 2gx + 2hy + 2iz + k = 
oder in homogenen Punktkoordinaten durch: 
^aijtXiXt = (für i, Ä:=l, 2, 3, 4 und «^=0^^) . 
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Deutet man wieder durch nachgestellte Indizes bei 
den schon vorhandenen die Koordinaten verschiedener 
Punkte an, so entsteht durch die Elimination der a^-fc aus 
den zehn Bedingungsgleichungen: 



= 



^(kk^inOCkn = n = 1, 2, . . ., 9 



1. 1 



i,Ä: = l,2,3,4 
und a^jj. = aj^i 



die Gleichung der durch neun Punkte bestimmten Fläche 
zweiter Ordnung: 



•4/4 Oi-o «Z/Q Xa X* * Xa X-t • «Cg X-t • Xä Xa ' Xo Xa • Xm Xq • Xa 



^11 ^1 ^1 ^41 ^11 '^21 ^11 '^1 



^19 



= 



Auf eine genaue Diskussion der Flächen zweiter Ord- 
nung kann hier nichit eingegangen werden; es mag nur 
hervorgehoben werden, daß wieder die Determinanten: 



D 



a 



11 



«14 



0^41 . . . Ö44 



und Aaa = 



44 



%1 • • • «13 



«31 



a 



33 



von Wichtigkeit sind. 

Ist D =1= ^44 4= , so hat man zentrale Flächen 
zweiter Ordnung; ist aber -^44 = , so hat man Para- 
boloide. Kegel erhält man f ür D = . Ist aber gleich- 
zeitig D = ^44 = , so hat man Zylinder. Ebenenpaare 
hat man für 

D^Aii = 0. (i=l, 2, 3, 4) 

9* 
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Für die Bedingung, daß irgend eine Ebene: 

^u,Xi = (i«l,2, 3, 4) 

Tangentialebene an die Fläche zweiter Ordnung ist: 
^(hk^i^k =0 (t, Ä: = 1, 2, 3, 4 und o,-* = a^^) , 



»,* 












findet man: 














«*i 


«11 


«12 


«13 


«14 




^2 


«21 
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• 




Wg 


«31 


• 


• 


• 




u^ 


«41 


• 


■ 


• 







^1 


«2 


«3 


«4 



= 0. 



Diese Gleichung kann auch aufgefaßt werden als 
die Gesamtheit aller Tangentialebenen an die obige Fläche 
zweiter Ordnung, d. h. als die Gleichung der entsprechen- 
den Fläche zweiter Klasse. 

Umgekehrt drückt sich die Bedingung dafür, daß ein 
Punkt (a^ , a^g , rrg , x^) Berührungspunkt bei der Fläche 
zweiter Klasse ist, aus durch: 



x^ 



'11 



^12 



43 



44 



X, 



2 



'21 



JLe 



Xa 







A 



31 



41 



ÄTi 



X^ 



Xu 



X, 



0, 



2 '*'8 •*^4 

und dies ist zugleich die Gleichung einer Fläche zweiter 
Ordnung in Punktkoordinaten. 
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41 Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus I. Teil: Elektrostatik 
und Eiektrokinetik von Prof. Dr. J. 
Classen in Hamburg. Geb.M.5.— . 

42 Theorie der Elektrizität u. d. Magne- 
tismus II. Teil: Magnetismus und 
Elektromagnetismus v. Prof. Dr. J. 
Classen in Hamburg. Geb.M.7.— . 

43 Theorie der ebenen algebraischen 
Kurven höh. Ordnung v. Dr. Heinr. 
Wieleitner i. Speyer. Geb.M. 10.-. 

44 Allgemeine Theorie der Raum- 
kurven und Flächen II. Teil von 



Prof. Dr. Victor Kommereil i. Reut- 
lingen und Prof. Dr. Karl Kom- 
merell in Heilbronn. Geb. M. 5.80. 

45 Niedere Analysis 11. Teil: Funk- 
tionen, Potenzreihen, Gleichungen 
von Prof. Dr. Hermann Schu- 
bert in Hamburg. Geb. M. 3.80. 

46 Thetafunktionen u. hyperelilptische 
Funktionen v. Oberlehrer E. Land- 
friedt in Straßburg. Geb. M. 4.50. 

48 Thermodynamik IL Teil v. Prof. Dr. 
W. Voigt, Göttingen. Geb. M. Itt— . 

49 Nicht -Euklidische Geometrie von 
Prof. Dr. H. Liebmann, Leipzig. 
Geb. M. 6.50. 

50 GewShniiehe Differentialgleichun- 
aen belieblaer Ordnung von Dr. J. 
Hörn, Professor an der Bergaka- 
demie zu Clausthal. Geb.M. 10.—. 

51 Liniengeometrie mit Anwendungen 
II. Teil von Professor Dr. Konrad 
Zindler in Innsbruck. Geb.M. 8.—. 

52 Theorie der geometrisohen Konstruk- 
tionen von Prof. Aug. Adler in 
Wien. Geb. M. 9.—. 

53 Grundlehren der neueren Zahlen- 
theorie von Professor Dr. Paul 
Bachmann inWeimar. Oeb.M.6.50. 

54 Analytische Geometrie auf der Kugel 
von Studienrat Prof. Dr. Rieh. 
Heger in Dresden. Geb. M. 4.40. 



In Vorbereitung bzw. projektiert sind: 



Darstellende Geometrie von Prof. Dr. 

Th. Schmid in Wien. 
Geschichte der Mathematik II. Teil von 

Prof.Dr.A.v.Braunmühl,München. 
Dynamik von Professor Dr. Karl 

Heun in Karlsruhe. 
Technische Mechanik von Prof. Dr. 

Karl Heun in Karlsruhe. 
Allgemeine Funktionentheorie von Dr. 

Paul Epstein in Straßburg. 
Räumliche projelttlve Geometrie. 
Elliptische Funktionen von Dr. Karl 

Boehm in Heidelberg. 
Allgem. Formen- u. Invariantentheorie v. 
Prof.Dr.W. Frz. Meyer i.Königsberg. 
Angewandte Potentiattheorie In elemen- 
tarer Behandlung IL Teil v. Prof. 

E. Grimsehl in Hamburg. 



Liniengeometrie III. Teil von Prof. Dr. 

Konrad Zindler in Innsbruck. 
Elektromagnet. Lichttheorie von ProL 

Dr. J. Classen in Hamburg. 
Gruppen- u. Substitutionentheorie von 

f»rof. Dr. E. Netto In Gießen. 
Theorie der Flächen dritter Ordnung. 
Mathematische Potentlaitheorie v.Prof. 

Dr. A. Wangerin in Halle. 
Elastizitäts- u. Festlokeltslehre Im Bau- 
wesen v.Dr.ing. H.Reißner LBerlln. 
Elastizitäts- und Festigkeitslehre im 

Maschinenbau von Dr. Rudolf 

Wagner in Stettin. 
Graphisches Rechnen von Prof. Aug. 

Adler in Wien. 
Partielle Differentialgleichungen von 

Professor J. Hörn in ClausthaL 



G. J. OÖ801ieift*sohe Verlagsliaiidliuigy Lielpsig« 



6« X 6drcben*rdie Terlagsbandtimg, I^efpsfg. 

I)er3et(^nis öer bis je^t erfi^ienenen Bdnbe. 

i&atttPttnroBIeme ber ^i^ttofo^^^ie bon Dr.iSeorg @immel, ^cofeffor an bei Uni« 
betfität ©crltn. Sit. 500. 

SinfflÜrung fn bie $]^Uofo^l)ie bon Dr. iDlo; SBentfc^ei, ^cofeffor an bet 
Uniberfitat fidnigd&erg. IRr. 281. 

d^efd^idite ber $^{Iofo))6ie IV: Steuere $^iIofobl^ie Btö Stont bon Dr. fSmno 
fSoüdi, $iofeffoi an be; Unibrif. ^aUe a. @. 92r. 394. 

9f)y(l^olii0ie unb Sugil snr (Sinfaütung in bie $^Uofo)i^ie bon $iofeffoc I>r. 
X^. @Ifen^anS. a»it 13 gfiguten. 9te. 14. 

®9ttnbH§ ber ^^äfopfmiit bon $rofeffoc Dr. (S(. Qf. Si4)))il in fieipaid- SOHt 
3 gfiguien. 9h;. 98. 

C^Üif bon $rof. Dr. 2:^omad ^d^elB in SBremen. 9lr. 90. 

tUloemetne Jlft^etil bon ^of. Dr. ^a^ Sie}, Seiltet an bet ftgl. Sllabemie 
ber I^Ubenben ftilnfte in ©tuttgait. 9tc 300. ' 



Sibliotbel bet 6:pra(btoiffenfd^aft. 

3ttbooermanif4e 6^radi»iffenf4aft bon Dr. 9t aReringer, ^tofeffoi an bet 
Uniberfitat Olraa. 9»it 1 XafeL 92r. 59. 

(Bermanifdie 6^raii^M{ffenfd^aft bon Dr. !Ri(^. fioetoe in S3erlin. ^t, 238. 

Slomoniff^e 6))radi)oiffenfdiaft bon Dr. Slbolf 3auner, ^ribatboient an ber 
Uniberfitat SBien. 2 j@anbe. 92r. 128, 250. 

eetnitifi^e 6)»ra4toiffenfil^aft bon Dr. (L SBrodelmann, $rofeffor an bet 
Uniberfitat Äönißäberg. Sto. 291. 

Sfintiifd^-ttorifd^e €4frai$toiffenff^aft bon Dr. ^ofef ®$inn^ei, $rofeffor an bei 

Uniberfitat lOubatiefl. 92i. 463. 

Seniffl^e ^rommatif unb luise (Sefc^ic^te ber beutfd^en @)irad^e bon ^d^ulrat 

$rofeffor Dr. O. fil^on in S)redben. 9tc 20. 

Setttfdietßoetif bonDr.ft.lBoiindIi, ^rofeffor an ber Uniberfitat Winsen, 92i.40. 
^eutfi^e Siebelei^re bon ^anS ^lobfl, ®^mnafiaIpiof. in Sambeig. 92r. 61. 
Vnffotiettttbfirfe bon Oberfhtbienrat Dr. £. SB. straub, SReltor beS (Sbetf^axh* 

£ubtoi08«®^mnafiuniil in Stuttgart. 9tt. 17. 

SStterBtti^ nac^ ber neuen beutf c^en Sled^tf d^reibung b. Dr. ^einrid^ ftlens. 9tr.200. 
Seittfd^ed SBarterbudi bon Dr. 9U(^arb Samt in iBerlin. 9tr.64. 

SaS Sfrembttiort im ^eutfdien bon Dr. Hub. ftlein))aul in Seipgig. 9tt, 55. 
%mi\ify^ gfrembwiirterbuf^ bon Dr. Stubolf Stlebxpavd in £ei|>$ig. SRr. 278. 
Vloitbeiitfil^e aRunbarten b. !ßrof . Dr. ^ub.®rimme, f^reibuig (® d^toeis). 9h;.461. 
S'ie betttfÄen ÜSerfonennamen bon Dr. fftvbolf ftlein)}au( in Sei^jsig. Str. 422. 
sauber* mtb sailemomen bon Dr. Shtbolf ftlein^iaul in Seipaig. 9ix. 478. 
QNtglifd^-bciitfi^eS 0efMd^i^bttd|i bon $iofeffor Dr. (S. ^auSInec^t in Skca' 

fonne. 9fae. 424. 



OefAidite ber latdnifd^en €ptüdft bon Dr. Qfdebrid^ 6toIfl, ^rofeffor an bet 

Unibecfitdt ^nnAnut. 9{r. 492. 

•nmbrijl bor I«tdiiif 4c« 6|»taililc1ire b. $T9f . Dr. SB.SSotf (^ ISOtafibebuig. 91T.82. 
iRttff tf f^e @tainmatif tum Dr. G^c^ SBecne!et< $cof . an ber Unit>erf U. ^coq. 9)c. 66. 
ftleineS ?nffifi6c9 Sofobelbni^ bon Dr. Sric^ Soe^me, £e!tor an bec ^anbeU» 

l^od^fc^ule 0etlin. 9lr. 476. 

Wnfftfdi-bcutfdied 0ef)nrfti^bniQ bon Di. Qtx\di Oemelec, $rofeffoT an bei 

Uui»ecfilat ^tofl. 9lv, 68. 

nnff if i^ed Sef ebud^ mit O^Ioffot b. Dr. Sric^ Setnelet, $rof. a. b. Unib. ^tag. 9b:.67. 
®rfd»idite bct flaffifi^tn ^^Uolugie bon Dr. SBOb. ftroU, otb. ^rof. an bec 

UnibCTfüÄt HRünfter. »t. 367. 

S{ietaintgef<${<|tn<l|e Sibliot^el. 

Sfutfdle Siterfttttiroef^U^tc bon Dr. a}las fiod^, $cofeffoi an bec Unibecfltftt 
®re«Iau. 9tu 31. 

Sciiif^e &Üe«<t«0efd^{<lpte bev filaffiletieit bonißcof. <£atl SBeitBred^t 2)uc(^ 
gefe^en mtb ecfiftnat bon $cof. Dr. ftotl SBerger. 9hc 161. 

2)eittfi4e SUaratergeCi^idite brS 19. ^a^rfinnbtrtd bon'^rof. Qtoil aBeitbtec^t. 
^urd^gefe^en nnb ecgftn^t bon Dr. Slid^acb fB^tifbtt^t tn SBimpfen. 2 Seile. 

92l. 134, 135. 

Orffl^iil^te bed bentf^eii Stomanft bon Dr. teümutl) ameRe. 9^c 229. 

OoHfi^c 6)irafl6benlmJUtt mit ®rammatil, ttbecfetiung unb @i{ftuterungen bon 
Dr. ^erm.3anben, S)ii. b. ftdnigin«£uife>(5d^ule in ftdnigdberg L $c. 9^ 79. 

tnt!^o4bentfi^c Siteratnv mit (Brammatil, übecfe^ung unb (Sriduterungen bon 
Xif. @(^aufflec, $cof. am 9flealgt)mnafium in Ulm. 9h^ 28. 

Qbbaliebev mit Otammatil, fibecfebung unb (frl&utemngen bon Dr. SBil^. 
Kanifd^, ®t}mnafiaIobetle^ier in OdnoBcüd. 9tt. 171. 

Sitf fBaltüavi-Sieb. (Sin ^elbenfang caa bem 10. ^al^c^unbect im l^eiSmage 
bet Urfd^cift überfebt u. exiftutect b. $cof. Dr. ^. tStt^of in SBeimac. 92c. 46. 

Siil^tuttgen aui tttitteU)od)bentf Aet gfcfi^itit Qn ^vitoafil mit Ginleitungen 
unb IBdrtecbuc^ becouSgegeoen bon Dr. 4)ennann Rauben, S)iceItoc bec 
ITönigin-Suife-eci^ule in ftönigSbecg l $c. 9h:. 137. 

fUt 9l\btlnntit 910t in 9(ud»a^l unb mittelQofHbeutf Ae @rammatil mit fucgem 
8Bdctecbu(^ bon Dr. S8. (Bolt^ec, $cof. an bec UniberfitAt {Roflocf. 92c 1. 

Attbcnn nnb Siettii^e^en. SD^it CHnleitung nnb 8Bbctecbud^ bon Dr. O. 2. 
3iricset $cof. an bec Uniberfit&t SRünflec 9hc. 10. 

4>actmann bon 8ue, SBoIfrant bon C^d^enbaA tmh ®ottfr{eb bon Straft« 
btttg. ^batocäjH aus bem böfift^en Spod mit ^Inmerhingen unb SBörterbu($ 
b. Dr. ft. SRarolb, $rof . a. Ägl. 8fricbrid^8f oHcgium ju Äönig«5erg i. ^r. 9lc. 22. 

SBoItbec bon bec Sogelmeibe mit Sludtoa]^! aus aRinnefang nnb e^rudb' 
bif^tnng. Wt Qlnmeclungen unb einem fööctecbuc^ bon O. @finttec, 
$rof. an bec Oberrealfc^ulc unb an bec Xtd^n. ^oc^fc^ule in ©tuttgact. 9lc.23. 

fbit <£)>igonen beS W^iäitn (Spo», ^usmabt aus beutfc^en 2)id^tungen beS 
18. Sabr^unbectS bon Dr. Sütoc 3unf, Slltuaciul bec ftaif. ^fabemie 
bec SBiffcnfc^aftcn in JBien. 9lc. 289. 

2>e»tf Ae SitecatucbenfmiUec bed 14. nnb 15. 3abcbunbtct6, auSgemäblt unb 
ecl&utect bon Dr. ^ecmann 3<tnben, i^iceltoc bec fibnigin«;(^uife*@c^ule in 
ftönigSbetg i, ^r. 9h:. 181. 

^entfibe fiitecatncbenhnaiec beS 16. ^a^cbunbectS. I: aRottin Sutbec, 
itioma^ aRuntec nnb ba9 Sticibenlieb bed 16. ^a^cbunbectS. QluSge* 
tDöJ^lt unb mit (Einleitungen unb ^nmecfungen becfe^en bon $cof. &, Sdtxiii, 
Obeclebcec am 92ilolaigQmnafium su 2t\pi\Q. 9lc 7. 



I^eittfi^e SUeratnrbenfmSIec bed 16. dtt^r^itnbertS. II: ^oitB entffi. ^bO^ 
geioft^It unb erläutert öon $rofcffor Dr. 3ultu8 ©ö^ 9lr. 24. 

— III: Sott fßttmt bid 9Ionen()tflen: Srant, Butten, gfiff^ort, fotoie Sietefiod 

ttnb SKibeL S(uSgemd^It u. erläutert »on $rof. Dr. Julius @a^r. 9h;. 36. 
3)etttff^e Stteraturbenfmüler bed 17. «nb 18. ^a^r^unbcrtd oon Dr. «ßaul Seg- 

banb in »erlin. 1. Xell. i«r. 364. 

Cim^IirinS 6int)inrifftmud ton ^ani ^alöh S^rifloffel bon ®rimmet3^aufen. 

3n ^vatocäfi. herausgegeben bon $rof. Dr. ^. »obertag, Sojent an ber 

Wniberfitat ©reSIau. fftt. 138. 

Sad bentfi^e SoUeiieb. fKuBgetofi^It unb etlAutert bon $rofeffor Dr. l^fuIiuS 

@a^r. 2 eanbcfien. 9lr. 25, 132. 

(Enotifibe Siteraturgefi^t^te bon Dr. ftorl IZBeifer in Sßien. 92r. 69. 

(SruRbsfige nnb i&aubttij^en ber enolift^en Siteriturgefcbi^te bon Dr. tstmolb 

9)2.aR.®(l^rder, $rof.anber^anbeIdi^o(^fd^uIeinftöIn. 2 Seile. 9{r.286,287. 
3talientf4e Sitetatitratf^ii^te bon Dr. ftarl »ogler, $rof. an ber Unioerfitfti 

^eibelberg. 92r. 125. 

6)yaRifi^e2{teriitttr6eff^{i^tebonDr.8luboIf®eerin%Bien. 2ebe. 9hM67,l68. 
^«rtnQiefifil^e Stteratttroeft^ii^te bon Dr. ftarl bon SHein^orbfloettner, $rof. 

an ber Königl. Xecfinifd^en ^ec^fc^ule anünd^en. 9h;. 21S. 

9lttfftf4e Siteraturfieft^it^te bon Dr. ®eorg $oIoneiii in SJlünd^en. 9hc 166. 
Stttffifi^e Stttratttt b. Dr. C^rid^ SBoel^me, Seftor an b. ^anbett^od^fd^ule Berlin. 

I. Xeil: ^luSma^Lmoberner $rofa unb $oefie mit ausführlichen Wnmtt^ 

lungen unb Qllsentbeaeid^nung. 9h:. 403. 

— n. Xeil: BceBOflOffi, FapiuHH«, PascKasu. Vht Knmeilungen unb 

sn^entb^etc^nung. 9tt. 404. 

eiabifdic SUeraturgefi^ii^te bon Dr. Sofef ftar&fel in SBien. I: altere £Ue- 

ratur bis sur XBiebergeburt. 92r. 277. 

— n: 2)aÄ 19. Sa^rbunbert. 92r. 278. 
9IiirbifiQe Siteraturgefi^iil^te. I: 2)ie iSIdnbifc^e unb norft)egifd5e Literatur bei 

SDlittelalterS oon Dr. SBoIfgang (Solt^er, $rof. an ber Unio. SZoflod 92r. 254. 

Sic ^uniifliteratmreii beS JDticntS bon Dr. 9Ric^. ^aberlonbt, $ribatboient 

an ber Unioerfität %Bien. I: ^ie Literaturen OilafienS unb^nbieni. 92r.l62. 

— n: ©ie filteraturen ber Werfer, Semiten unb Xftrfen. 9lr. 163. 
«rieibifi^e Siteraturgefibif^te mit Serücffid^tigung ber (Sefdii(!^te ber SBiffen* 

fti^aften bon Dr. Qllfreb ^erde, $rof. an ber Unioerf. OreifSmalb. 92r. TO. 
8l0mtffbe £itetttttr0ef(bi(^te bon Dr. ^erm. ^oacbim in Hamburg. 9{r. 52. 
Sie 3Retamor)p4ofen bei ^. Obibiu» 92afi>. Qn «luStoabl mit einer (Einleitung 

unb Slnmerfungen b^tauilgegeben bon Dr. Suliufl Sieben in ^ranlfurt a. SR. 

9hc 442. 
Sergfl, Senett. Qn ^uiroafil mit einer (Einleitung unb Snmerlungen berauB- 

gegeben bon Dr. Julius Biegen in ^ranlfuri a. SR. 9h;. 497. 



®ef(^i(^tU($e Sidlioiljel. 

Sinleitttna ta ble 0ef(btibt9»iffcnfi4aft bon Dr. Qmjt 8eml^eim, $rof. an 
ber UnioerfitAt (»reifsmalb. 92r. 270. 

ttrgefdiiilltc ber SRenffbbeit bon Dr. aRori} ^oemei, $rof. m ber Uniberfit&t 
in 9Bien.. SRit 53 Slbbilbungen. 9h;. 42. 

Oefd^iibte be9 alten äRorgenltnbed bon Dr. fjft. ^ommel, o, 0. $rof. ber femi^ 
tifcben Spracben an ber Uniberfttät in S^n^en. IRit 9 »oIU unb Sest* 
bilbem unb 1 l^arte bei SRorgenlanbei. 9h;. 43. 



6Ji4fif4e 9ef4iil(te bon $tof. Otto ftaemmel, 9teftot beS Stflolaifi^mnafium« 

gu £ei^i0. 9h:. 100. 

Saifirittoifd^e ®efd)i(!^te bon Dr. @rnjl S)ebr{ent in SeU)}i0. Sb. 358. 

Oabifi^e (Sefd^ifl^te bon Dr. ftorl a3runneT, $rof. am (D^mnafium in ^foca^eim 

tu ^ßtibatbosent ber ®ef(^id^te an bec Ztä^xL ^od^f d^ule in ftarldru^e. 9hc. 230. 
IBfirtiemlperfiifil|e®efd|iii^te bonDr.ftorlSBeaer, $rofeffoc am ftotldgtjmnaftum 

in Stuttgart. 9h;. 468. 

0efdliil|tc Sot^Hngend bon (Be^. 8{e0.>9l. Dr. ^eim. Seric^toeilet in StraB« 

butg. 9tt. 6. 

Sie ftititit« bev Stenaiffance. (SIefittung, fjfotfd^ung, t&idgtung bon Dr. 9toBeTt 

8f. 3lmoIb, ^rofeffor an ber Untbctfitdt ÄBicn. 9lt. 189. 

<9efd)ii4te bed 19. ^a^r^nnbertd bon Odfot Q&Qtt, o. ^onoiar)3rofeffor an 

ber Uniberfit&t iSonn. 1. SB&nbd^en: 1800—1858. 9te. 216. 

— 2. ®anb(^en: 1853 Bt8 (Snbe beS ^al^^unbertS. 92r. 817. 

ilofonialoefc^ii^tf bon Dr. S)ietit(9 Sd^Afet, $rof. bet ®ef(^id|te an ber Unib. 

©erlin. 9h. 156. 

Sie 6eemail)t Ht ber bentfiQett (Bt^ä^U^it bon SBtrll. 9(bmiralitat9rat Dr. (Smft 

bon ^aüe, $rof. an ber Uniberfitdt SBerlin. 9br. 870. 



®eogta|i^{f$e Sibliot^ef. 

!ß^))nf4e 9eo8va^^ie bon Dr. @iegm. Wmf^ex, $rofeffor an ber ftdnigl. 

Ztäßijdien |>od^fd^uIe in aßünt^en. Wtit 32 ^bttbungen. 9tc. 26. 

SCftronomifi^e <lleo0va)i4ie bon Dr. @iegm. ®ftnt^er, $rofefior an ber ftönigl. 

Xec^nifc^en ^o$fc^uIe in SJ^Ünd^en. Wt 58 ^bUbungen. 9hr. 92. 

Alimalitnbe. I: ttagettteiite fliimalelire bon $rofeffor Dr. SB. Stbppen, 

Meteorologe ber @eett)arte ^mburg. Vüt 7 Xofeln u. 2 {Jftguren. 9h;. 114. 
fßalSoffimatoIooie bon Dr. 8801^. 8t QMarbt, 8(ffiftent a. iRcteoroIogifd^en 

Obferbatorium n. b. öffentl. SBetterbienftflene in SCad^en. 9^r. 482. 

aReteoroIogie bon Dr. 38. Xrabert, ^ofeffor a. b. Uniberfitftt in ^nnSbrud. 

amt 49 Qlbbitbungen unb 7 Xafeln. 9te. 54. 

9^4fifi^e ao^eetedTttttbe bon ^of . Dr. ®erl^arb @d^ott, «CbteilungSborflel^er an ber 

S)eutf(^en @ee»arte in Homburg, mit 39 ^hh. im Xe^t n. 8 Xafeln. 9te. 118. 
tßoISogeoonüf^ie. ^eologifd^e (Sefd^id^te ber Speere n. f^fefUftnber b. Dr. fjfrona 

ftoffmat in SBien. aßtt 6 ftarten. 9h;. 406. 

Sa> (St9}e{talter bon Dr. &n\l meitf) in Oerlin-IBUmerSborf. mt 17 Qlb- 

bilbungen unb l Karte. 9h^ 431. 

Sie m^eti bon Dr. 9lob. ©teger, $rof. an ber UniberfitAt (8ra). V^it 19 Slbbil' 

bungen unb 1 ftarte. 9h;. 129. 

Vlcffii^erlnnbe bon Dr. gfdb anad^aöel in flSien. Vltt 5 W&bilbungen im 2:e;t 

unb 11 Xafcin. 9Zr. 154, 

VflansengeogtotP^ie bon $rof. Dr. £ubtoig %>\ÜS, ^batbo}. an ber Untberf. 

©erlin. 9h:. 389. 

tiergeogro^ibie bon Dr. Ämolb Sacobi, ^rofeffor ber goologic an ber ftönigl. 

Öforftafabemie ju Xbotflnbt. 9Rit 8 ftprten. 9h:. 218. 

Sanberlunbe bon (Sntopa bon Dr. f^ran} ^eiberid^, ^rofeffor an ber (SipotU 

afabemie in ÄBien. fflWt 10 Xejtlärt(^en unb Ißrofilen unb einer ftarte ber 

8(U)ene{nteiIung. 92r. 62. 

— ber attgereumbSiff^en (Erbteile bon Dr. fjfrona {^eiberic^, ^rofeffor 
an ber (Jjjjortalabemle in «Bien. SRit 11 Xestlörtc^en u. Profil. 9h;. 68. 



S«itbe8fitnbe unh Ohrtf^afttflcooriMiliie bc9 {|crt(attbc§ fCufttalien Don 

Dr. Ihiit ^afftrt, ^rofeffot an bec ^anbell^0(f)f(i^ule in ftöln. SRit 8 8C5« 
bfibungen, 6 g[tcüfyi\ditn Xabelten unb 1 ftarte. 9tL 819. 

— bon Oaben bon ^rofeffor Dr. O. ftienib in fiaiUru^e. 90Ht $tofflen, 

lObbÜbunoen unb 1 ftarte. 9tt. 199. 

— b(9 Stani0rd4f 8ii)|Cfit bon Dr. 8B. ®öb, ^rofeffot an bet ftbnifll. Xec^n. 

^od^fc^ule aRünd^en. SRit $rofUen, iSbbilbnngen unb 1 ftarte. 9h^ 176. 

— ber fUtpuWf OrafUieit bon 9lobo()}^o bon d^eiing. SRU 12 WbbÜbunoen 

unb einer ftarte. . 9tL 873. 

^ bon eHtifd|*92orbiimct{ra bon ^rofeffor Dr. 9i 0)>t}el in SBremen. 9Ht 
13 QlbbUbungen unb 1 ftarte. 9h. 284. 

— bon (flfaf'Sot^rinoen bon $rof. Dr. SR. Songenbed in ©tra^burg L (S. 

mt 11 ^bilbungen unb 1 ftarte. 9lr. 215. 

— bon %tünfttiäi bon Dr. 9l{(^arb 92eufe, 2)ire!tor ber Cberrealfd^ule in 

€panbau. 1. OAnb^en. SRit 83 W^btlbungen im Xe;t unb 16 Banb« 

f(^aftdbUbeni auf 16 Xafeln. 9h:. 466. 

2. eftnb(^en. 9)Ut 16 Qtbbilbnnfien im Xe^t, 18 Banbfd^aftSbtCbem auf 

16 Xafeln unb einer Iit^ogra|}^ifd^en ftarte. 9ix. 467. 

— be$ &to^titnogtWKa .Reffen, btt ^robin) 4^effen-9}affatt unb be9 Pr(ten- 

inm% ffialbeif bon $rof. Dr. (Steorg ®reim in S)armftabt. mt 13 W)b\U 
bungen unb 1 ftarte. 92r. 376. 

— bct 3berifdicn ^albinfel b. Dr. ^rib Vlegel, $rof. a. b. Unib. SBür^burg. 

a^it 8 ftartc^en u. 8 QCbbilb. im Zeit u. 1 ftarte in fjfarbenbrucf. 92r. 235. 

— ber ^rog^ersogtfimer aRetflenbitro tinb ber ^freien nnb 4>anfeftabt Siibeif 

bon Dr. ©ebalb @c^tuar}, !^ire!tor ber Slealfc^ule aum 2)om in Subed. ^it 

17 $(6bUbungen Hub ftarten im Xe^, 16 Xafeln unb einer ftarte in £tt^o* 
gra^jl^ie. v. 9lr.487. 

— bon Cfterreid^-ttngant bon Dr. SOfreb ®runb, ^rofeffor aa ber Uniberfitftt 

Berlin, mt 10 Xe^tiUuflrationen unb 1 ftarte. 9tt. 244. 

— ber 9lQein)nrobln| bon Dr. 6. ©teinede, S)ireItor bef Kealgbmnafiuml 

in effen. amt 9 VbK 8 ftftrtd^en unb 1 ftarte. 9{r. 808. 

— be9 (SurobHifi^en 9bt|Ianb9 nebft gfinnlanbS bon Dr. «Hfreb ^bili^pfon, 

orb. $rof. ber ®eograp]^ie an ber Unioerfität ^alle a. ®. 972tt 9 ^btlbungen, 
7 Xe^tfarten unb <iner lit^ograpbift^en ftarte. 9ix. 859. 

— be9 fti^nigreiibd 6a(i^fen bon Dr. 3. 3emmrid^, Oberlel^rer am dltaiß 

gt^mnafium in flauen. SDi^it 12 9lbbUbungen unb 1 ftarte. 9h:. 268. 

— ber Sf^ttieii oon ^rofeffor Dr. ^. Salfer in fßttn, SRit 16 ((bbilbungen 

nnb einer ftarte. 9tt. 398. 

~ bon 6fanbinabien (©d^toeben, 92orh)egen unb 2)änemar!) bon ftretdfc^ul« 

infpeftor ^einric^ fterp in ftreu}burg. Wt 11 ^bbilbungen unb 1 ftarte. 

92r. 202. 

— bev Sereittigtcti Staaten bon 92orbamerifa bon $rof. ^einric^ ^^ä^tt, 

OberU^rer am fiuifenftAWifc^en Stealgt^mnafium in SSerlin. a^it ftarten, 
Sfiguren im. Xest unb Xa|eln. 2 SSanbc^en. 3lt. 381, 882. 

— bed ftönigreit^d Sfirttembero bon Dr. fturt ^afjert, ^rofeffor an bet 

^anbeB^od^fc^uIe in ftöln. SRii 16 S^oHbilbem unb l ftarte. 9h^ 167. 

^te beutfcben ftolonien I: Xogo unb ftamerun bon $rof. Dr. ftarl ^obe in 
QJöttingcn. Tlit 16 Xafeln unb einer lit^ogr. ftarte. 9h^ 441. 

Saubed- unb Soirdfnnbe ValäftinaS bon ^ribatboaent Dr. (B. ^dlfc^er in 
-^IIc a. (S. mt 8 »oUbilbem unb einer ftarte. 9lr, 346. 

•aiferfunbe bon Dr. «Rit^acl ^oberlanbt, |5ribatbosent an ber Uniberfität 
®icn. mt 66 «Ibbübungen. 9te. 73. 



ttütttnfmtht, gefc^id^tlid^ baigefiellt tton 9. <0eIcU^, S)iieftor bei f. 1 fftaoß 
tif(^en Sd^iüe fai fiufftnpiccolo, %. Saniet, ^feffor am tteal0i)innafiuin 
in Ulm unb Dr. !ßaul Sinfe, »ffijlent bet «efeUfil^aft ffir OhEblunbe in 
Seilin, neu bearbeitet bon Dr. SR. OtoO, ftartooiapl^ in Oetlin. VÜt 
71 «IbbUbungen. Kc 8a 



aRat^etnatif^e tu aftronömifc^e SJtbliot^el. 

Oefdiidite ber aRat^ematil bon Dr. ^ ®iutni, ^tofeffot am ObetQ^mnafium 

in ©eitenfietten. 92t. 288. 

KriilimcHI nnb tfloebra bon Dr. ^ermann 6(^ed, $cof. an bei ®ele^rten« 

f(!^ule be9 i^obanneumd in Hamburg. 9li 47. 

Oeift^ielfammluno )tt« Hrit^metil nnb Xlgetta boa Dr. (^ermann Sd^ubeci, 

$tof. an ber (Belebctenfd^ule bed dobonneumS in ^mbuig. 9hr. 48. 
Klgebraifi^e ftnrben bon (fugen iBentel, Obecceane^cet in Sai]^inoen-(Sn|. 

l: ftucbenbÜSIuffion. SRit 67 Sfiguren im Xe|t. 9tc. 436. 

^ierminanten bon $aul 6. Qfifc^er, Obetle^et an-ibec Cbenealfc^ule |tt 

(0rog-£ic^terFeIbe. 92i. 402. 

<3^ene Geometrie mit 110 stoeifoib. Sfiouten bon (3. SRo^let, $tof. am ®Qm« 

nafium in Ulm. 9{r. 41. 

Sarftellenbe Qleometrie I mit 110 Ofifiuren bon Dr. Rob. ^augnec, $rof. an 

bei Uniberfität 3ena. . 9h;. 148. 

— n. amt 40 Sfiguien. 92r. 148. 

&tMt nnb f)>^iifi4e SiioonmnetTie mit 70 f^ig. bon Dr. ®eibarb ^effenbeig, 

^lofeffoi m bei iianbmiitf(^aftl. Qlabemie lBonn«$o))))e»boif. 92i. 99. 

eteicomettie mit 68 Qfiouien bon Dr. 81. 01afei in etnt^oit 9to. 97. 

Kiebeie SCnaltjfid mit 6 Sfig. bon $iof. Dr. Oenebttt €porei in ({fingen. 9te. 58. 

eierftellige Xafeln nnb ©egentafeln ffir Io0artt|niif4|e9 nnb trigonometrifi^eS 
9ie(bnen in stüei gfaiben sufammengefieUt bon Dr. ^ermann €(^ubeit, 
$Tof. an bei (i^ele^rtenfc^ule bciS So^annenmA in 4>ambuig. 9tt. 81. 

Offtnfficmoe 8ooaritlimen bon $tofeffoi ilug. Vblex; S)ice!tot ber LI. 6taat0« 

obeiiealfc^ule in 88ien. 9^1. 428. 

Knal^tiftbe ©eometiie ber (Ebene mit 67 griguren bon $iof. Dr. SR. @imon 

in Strasburg. »i. 65. 

8ttf8abenfammlttn0 in? onoltitifdien Ocometrie ber (Sbene mit 88 gtg. bon 

O. Xb- S3ütIIen, $iofeffoi om Kealgbmnafium in 6(^m&b.-®münb. 92i. 856. 
Itaalbtifibe (Beometrie beS Dlanmed mit 88 (Ibbilbungen bon ^lofeffoi Dr. 

9R. @{mon in etragbuig. 9tt, 89. 

Sufgabenfamminng snr «nalDtirdleK Ocomeiric be8 jRanmcd mit 8 (Jfig. 

oon O. Xb- OüiIIen, $iof. am atealgbmnafiitntin ®(bb)Ab.«®mfinb. 9hc 809. 

4^8^ere 8CnaIl)fi9 bon Dr. gfriebiicb 3unlei, fhcof. am ftaittgbmnafium in 
©tuttgart I: 3)ifferentialreibnttn8 mit 88 gfignien. 92i. 87. 

— II: dntesrolred^nnno mit 89 fl^iguien. 9fae. 88. 

atc^eHtorinm nnb Snfoabenfamminng isr ISifferentinIreibnttns mit 48 Qfig. 
oon Dr. Sfiiebi. Sunlei, $iof. am ftarUgbmnafinm in ©tuttgait 9h:. 146. 

8le)fetitor{nm unb Hnfgabenfammlnng inr ^ntegralreü^nnttd mit 58 9ig. bon 
Dr. Siiebi. 3un!ei, $iof. am ftatUgbmnafium in etuttgoii 9h:. 147. 

fj^üieltibe (Beometrie in fbnt^etifcbet Be^onblnng mit 91 8rig. bon Dr. ft. 
Soei^Iemonn, $iof. m bei UniberfitAt 9Kün(^en. 9h^ 78. 



IRaiÜemaHfil^e 9otmtl\ammlime nnb 9ltptÜtox\Mm kev IRat^emaHl, ent^. 
bie toit^Hgjlen Öformeln unb fie^tfa^e bet Slritl^metil, VIae&<a^ daebcaifd^en 
Qbtalijftö, ebenen Geometrie, ©teieometrie, ebenen tmb ^ffix^ä^m %x\Qono' 
metrie, ma!äf. @eogtap]^te, analst <S(eomettie ber (Sbenf tmb be9 Slanmed, 
ber ^Differential' unb äntegralrec^nung bon O. fXi. fdMLta, ^Mf* <^^ 
Stül Keolg^mnafium in @^tD.'®münb. Wt 18 f^eactn. 9tt. 61. 

8erf{rl^etttno9mat^ematit bon Dr. tiHfreb Soeto^, ^f. an bet Uniberfit&t 
gfreiburfl t. ©r. 9bc 180. 

®ejnnetrifi9eS Beii^nen bon ^. ©edet, neubeorbettet bon t|3tof.9.S3onbecIinn, 
2)ireItor bet ITqI. SBau0e»)erfi(|uIe su STlfinftec i XB. 9ttt 890 Qfiauren unb 
23 lafeln tm 2eji 9fc 68. 

Seftotanal^ftd bon Dr. Sieaft. SSalentinev, $ribatbo|eni ffls $l^4fil an bet 
Unibetfitat ©erltn. mt 11 Ofiguten. fitt, 354. 

«Mti^^fil. S){e ©efd^ffen^eit bet ^immeldlöt^et bon Dr. «Boltet 9* ^^ 
licenuS, neu bearbeitet bon Dr. ^. £ubenborff in $otdbam. 9ßit 16 Qlb> 
bilbungen. Ü^. 91. 

üftronotnie. (Ströße, ©etoegung unb (Sntfemung bet ^immelSIört^er bon 
81. 8f. SRöbiu«, neubeatb. bon Dr. ^crm. ftobolb, $tof. an bet Uniberfltfit 
mel. I: *J)a8 «ßlanetenf Aftern. SWlt 33 ^Ibbübungen. IRt. 11. 

Rftronomifi^e Q^eograti^ie mit 62 gfiguten bon Dr. ©ieam. 0ünt^et, $tof. 
an bet Xed^n. ^c^fd^ule in SRün^en. . 9h;. 92. 

XttiSgleii^ungdrei^ntttto uai^ ber SRet^obe bet Heinften Duabtate mit 16 Sig. 
unb 2 tafeln bon 8BU^. SBeitbted^t, $tofeffot bet ®eobftfie in 
©tuttgart • Ißt. 802. 

©etmeffungdfttttbe bon 3)i4Jt.'3ng. % S8etlmetfter, Oberle^tet an bet &iA\td. 
Xed^nifd^en @d^iäe in @ttaßbutg i. (S. I: gfelbmeffen unb SUbeHieren. 
aWit 146 «bbübift%en. Wt. 468. 

— ü: 2)et 2:i^eoboIit. Ztigonometrifc^e unb baromettifd^e ^b^enmeffung. 
Xad&^mctrie. mi 109 Obbübungen. Vh, 469. 

WotttiL ftutset Qlbrig beS täglid^ an ©orb bon ^anbeßfc^iffen angeuanbten 
£eU8 bet ®d^iffa|rt9Iunbe mit 66 9Cb6iIbungen bon Dr. Qftona ©d^ulae, 
S)iteItot bet IRabigationdfd^uIe su QiiUd, 9h^ 84. 



Gleichseitig mocbt bie Verlagsbanblung auf bie »Sammlung 
Schubert*, eine Sammlung matbematifcber Cebrbücber, aufmerhfam. 
ein vollftdnbiges Verseicbnis biefer Sammlung, fowie ein ausfflbr- 
licber ßatolog aller übrigen matbematifcben Werhe ber 6. 3. Oöfcben* 
fcben Verlagsbanblung hann hoftenfrei burcb lebe Bucbbanblung 

be3ogen werben. 



^Paläontologie unb nbftantmungdle^te bon $rof. Dr. ftarl 2)ienet in SBien. 
Wit 9 SlbbUbungen. 92t. 460. 

^tv ntcnfi^Ii(be StMtt, fein ©an unb feine ^ätigfeiten, bon (S. Stebmonn^ 
Oberfd^ulvat in fiarlSrul^e. Wt ®efunbl^eitSIel^te bon Dr. med. ^. ©eilet. 
«Kit 47 81bbilbungen unb 1 Xafel. 9to. 18. 

Urgefi^ir^te ber ailenffJgtyeit bon Dr. SRotii ^oetned, $tof. an bet Unibetfitat 
SBien. mt 53 ^bilbungen. 9tt, 42. 
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edllevfnitbf iMm Dr. aWael ^oBerlanbt, !. u. I. J^uftoS ber et^nogr. ®amtn^ 
lung btil natm^ifior. ^ofniufeumd u. $rit)atboaent cm bet Untoerjitftt Sßien. 
Wt 61 Waabungen. 9{r. 73. 

Stetlnttke bot! Dr. ^tam b. SBogner, $cof. an ber Uniberfitftt (Sm- 9Ut 
78 U^bttbungen. 92i. 60. 

8iH# ber 8iol0Oie bn Xfere bon Dr. ^einrtc^ (Stmcot^, $cofeffoc an bet 
Unibfcfitftt BeU^iig. 9{t. 131. 

XietoengtfM'^ie bon Dr. Slntolb i^acobi, $cof. ber Scclogie an ber ftgl. (!forft* 
afabemie |u X^oranbt. 9)2it 2 Harten. 92r. 218. 

$09 tierreif^. I: ettttgeiterer bon Ober^bienrat !ßrof. Dr. fturt Zamptxt, 
Sorfte^er bei ftgl. 92aturalienlabinettd in (Stuttgart SRit 15 ^btlbungen. 

ißr. 282. 

— m: Re^tUictt mb Sm^üibten, bon Dr. gfrana ÜBemer, ^ribatbojent an ber 

Uniberfttät SBien. mt 48 ^bbUbungen. 9tc. 383. 

— IV: 3fifil)e, bon Dr. aRaj; 92autl^er, $rtbatboient ber Zoologie an ber Uni* 

berfitat ®ieBen. 9Rit 87 Slbbilbungen. %r. 356. 

~ VI: $ie toirbellofeK Stere, bon Dr. fiubtoig Sd^mtg, $roF. ber Soologie 

an ber Uniberfitftt ®r(Q. I: Urtiere, ©(^tt^ämme, Sßeffeltiere, lRi|)pen« 

quaUen unb SBflrmer. SRit 74 fjfiguren. 92r. 439. 

<EiiiiQi(ninto90cfiliidite bes Sicre bon Dr. 3o(S. a)2eifen^einter^ ^rofeffor ber 
Zoologie an ber Uniberfitftt SDlarburg. I: gfuccfiung, $rimittoanlagen, 
Sarben, SformBilbung, (Smbr^onall^iiaen. Wt 48 f^ig. 9h;. 378. 

— n: Organbilbnng. SOlit 46 gignren. 92r. 379. 

Bifymütol^t «nb 6f||maro<|evttttn to bev tienoelt. ®cfte Stnffil^rung in bie 
tierifd^e 6d^maroberfunbe bon Dr. Qrana b. SSagiier, ^rofejfor an ber 
Uniberfit&t (Bros. aRit 67 «(bbilbungen. Str. 151. 

Ocf4|icbte ber 3oo(ooic bon Dr. 8iub. IBurcf^arbt. toeil. Sireftor ber Boo^o 
gifd^en Station beS {Berliner ttquariumi in Stooigno Oftrieu). 9{r. 357. 

Sie Vflanse, i^r Oau unb i^r Beben bon ^rofcffor Dr. 6. 2)ennert in ®obe8' 
berg. SRil 96 «bbilbungen. 9lr. 44. 

£a9 !|9flaii}etireif4. (Einteilung bed gefamten ^flanientiiäfi mit ben told^ 

tigften unb belonntefien «(rten bon Dr. fi. Keinede in SreiSlau unb Dr. 

9B. atigula, ^rof. an ber Oforftalabemie CHfenadj. 9^it 50 f^ig. m. 122. 
I^ie 6töitime bc9 9flan)enreif(d bon $ribatbo}. Dr. 9to6. Pilger, ftuftoS am 

ftgl. Ootanifd^en Sorten in Berlin «S)a^Iem. SRit 22 Stbbilbungen. 

92r. 486. 
tßflanieKbioIogie bon Dr. IB. WQvla, $rof. an ber gforftalabemie CHfenat^. 

9Rit 50 «(bbUbungen. 9{r. 127. 

Vflottfteitgeosra^tie bon $rof. Dr. Bubmig XieI3, ^rit^atbo}. an ber Uniberf. 

Oerlin. 92r. 889. 

aRorbüoIofiic, Vttotomie unb V^UftoIogie ber Wan^tn Don Dr. SB. aRiguIo» 

$rof. an ber gforftafabemie (Sifcnad). SWU 60 9tBbiIbungcn. Sir. 141. 
Sie Vflonsenmelt ber Semöffer bon Dr. SB. iDZiguIa, $rof. an ber fjrorftalabemie 

QHfenat^. SRit 60 «Ibbilbungen. 9ir. 158. 

G£htrfio.n9floro bon Seutfrfjlonb sum iBeftimmen ber ^öufigeren in S)eutf(^ 

Umb toilbtoodöfenben ^flanaen bon Dr. SB. SKiguIa, qSrof. an ber ^otftß 

olabemie (Sifenod^. 2 2;eile. amt 100 Slbbtlbungen. 9lt. 268, 269. 

Sie Kobel^öUer bon $rof. Dr. gf. 83. Sieger in S^aroiibt 9Rit 85 Stbbil- 

bungen, 6 XobeHen unb 3 Aorten. 92r. 356. 

Wttijbflottje« bon $rof. Dr. 3. SSe^ren«, »orfL ber (älroB^. lonbttJtrtfc^aftL 

»erfu(^«onit «uguflenberg. 3Rtt 53 Sfiguren. Kr. 123. 






tü9 ettfttm bev OIlltni)ifI<nt)fit mit S(u$f(j)(u6 brr (Bljmnofpprmen \)on Dr. 
8t $Uoet, «ffiftent am ItfiL IBotanifc^en (harten in Oerltn-S^a^Iem. amt 
81 Figuren. 9h. 893. 

9flini|(tt(raitf^eiien boit Dr. SBemec QftitbrU^ S^nu! in GieBen. Slii 1 fatfi. 
Xofel unb 46 ttbbUbunoen. 92c 810. 

miiieralooie bon Dr. 8t fßxama, ^feffoi an b. Uniberfitftt iBonn. SRit 182 QC6< 
btlbunaetu 9ix. 29. 

9co|ooi( in funent 91i9§tta ffic @(^en imb sm @elbftbelel^rung jufammen^ 
geHent bon $xof. Dr. (gbttfy. ^tasA m ©tuttgoit Sttt 16 SObbilbungen unb 
4 Zafebi mit 61 grieuren. 9hr. 13. 

VaUontoInoie toon Dr. 8ittb. ^otmdt, $tofeffor mt bei UnibeifitAt <Bra|. SDHt 
87 Slbbilbungen. 92t. 96. 

9etr«onDy|^ie bon Dr. SB. 9tn^, tßrofeffor an bet ftgl. Oetgolabemie SlmiS« 
t$oI. BRit 16 «(bbilbungen. 92t. 173. 

fttiftaKdOto^tie bon Dr, iE3. JBtu^ft, $rof. an ber Itgl. SBergalabemie (Slau«* 
t^al. smt 190 Qlbbttbungen. 9to. 2iO. 

9ef4if^te be« 91^l|fil bon «. ftiflnet, $rof. an bet (Srogl^. 9tealf(^ule su einS- 
ieim a. (S. Ir ^te t^^t^ftl bis flexoton, SD^it 13 Figuren. 9h;. 293. 

— n: t>\e $^^fil bon 92ettiton btt sut @egentt>ait. 9)Ht 3 gfiguren. 92t. 294. 
Sl^eiiretif^e ^ftüfif. ' JBon Dr. Olullab gfiget, $tof. ber ^^ijfif an bet Xed^niftftcn 

^ot^fc^iile in SBien» L Seil: 9Re$aniI nnb ORuftil. S92it 19 ^(bbUbungen. 

9h. 76. 

— n. Xea: ßi(^t unb 93Mrmc. 9Wtt 47 Slbbilbungen. 92t. 77. 

— m. %tH: (SIe!tii8itftt unb SRognetidmuS. 9Rit 33 Obbilbungen. 92«. 78. 

— IV. XeO: (Slefttomwgttetif^e Sid^ttl^eorie unb (Slefttonif. ^tt 21 ^iguten. 

92r. 374. 

RtbiDoItfbltat boii WX^. QftommeL SD2it is^^JHgitten. 92t.' 811 

fiflMfitiÜMäit SReffimgftiitet^obcir bon Dr. SBU^elm 9a^t, Obede^et an bei 
Obetreolfd^ule in (Ktog-ßid^tetfelbe. mt 49 Qfiguten. 92t. 801. 

Vt9filaüf4|e XufoaB^foiitmlttns bon 0. Stallet, $tofeffpt öm^^tjmnafium 
in IXini. 9Rit ben Kefultaten. , 92t. 248. 

9(UUf<üUi3^c Sfomtelfatmtilttna bon (8. 92a$Iei; $tofeffot am (BQmnafium 
in Ulm. 92t. 136. 

fll4fitanf4^-(i:iiemif4e 8led)eitattf ooien . bon tßrof. Dr. 92. ^egg unb ^rittat- 
' boaent Dr. O. ^acTut, beibe oh bet' Uitibetfüftt SJtedlau. Ißt. 445. 

'0cItiMranal9f{8 bon Dr. ®iegft. Solentinex, ^tibatbosent füt $|i)fi! an bei 
Unioetfitdt »etlin. 92Ü 11 ^uien. 92i. 364. 

4itfd|id|te ber <l^emi( bon Dr. Augo Bauet,. 9Cffi{lei(t am c^em. :8d5oiatotium 
bei ftgL led^ntfd^en ^oi^fc^ule €tnttgatt I: -fi^on ben Alteften Reiten 
bis sut SSerbrennungSt^eotle bon Saooifiei. 92t. 264. 

^ n: SSon fiaboifiet bis sut (Begentoatt 92i. 265. 

'Vnorganifdie di^emie bon Dr. 3of. ftlein in HRann^eim. 92t. 37. 

flRetalloibe (^notganifc^e (Sü^emie L Zeil) bon Dr. Od!at @(^mibt, bi))I. 3n« 
genieut, ^ffiftent an bei ftgl. SSaugeTocrljd^uIe in ©tuttgatt. 92t. 211. 

tRetalle (^notgonifd^e (Sl^emie n. Xeü) bon Dr. OSIat (Sc^mibt, b\pl. 3nge- 
nieut, SlfUftent an bet Itgl. SBaugetoetlfc^uIe in @tuttgatt. 92t. 212. 

Ctganift^e diiemie bon Dr. 3of. ftlein in 972ann^e{m. 92t. 38. 

Chemie bei fio^Ienftoffbeibinbungen bon Dr. {>ugo IBauei^ Wf^ent am 
d^em. Soboratotium bet ftgL Xec^n. ^oci^fci^ule @tuttgatt L n: ^Ii|)l^a' 
ti[c^e Serbinbungen. 2 teile. 92t. 191, 192. 
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iS^tmit htt AoHIettflofftieTtihibitnßen tion Dr. ^ugo Oauer. m: ttat» 

BoctjIIifd^e SSetbinbungen. 9h:. 193. 

— IV: ^ctctoci}nif(^c Serbinbungcn. 9h:. 194. 
9(na(t|HfiJ^e Chemie t)on Dr. ^o^anned ^oppe. I: X^eocie unb (Sang bet 

Slnol^fe. 9h:. 247. 

— n: «eaftion bct SKetanoibc unb gRetafle. 9h^ 248. 
aWaßhnoIijfe öon Dr. Otto »lö^m in (Stuttgart. 9R(t 14 8fig. 9lr. 221. 
Sci^ntff^-S^emifcDc SCnaltire bon Dr. <S. Bunge, $ref. an ber Sibgen. $oIt}tecl^n. 

6*ule ia S^iid). gwit 16 Wbbilbungcn. 9Zt. 195. 

6tereo(^emte t). Dr. (S. Sebelinb, $cof. a. b. Unib. XÜfiingen. 9R{t 34^b{n>unoen. 

9lr. 201. 

9(Uocmeine nnb ^y^Qfifalifi^e a^emie bon Dr. maj^ Sftubolpl^f, ißrofeffot an 
ber Xed^n. ^oc^f^ule in 3)armftabt 9Rtt 22 gigucen. 92r. 71. 

(EleftroAemie öon Dr. ^cintic^ ®anncel in gfriebric^f^ogcn. I. Xett: Xl^eoretifii^e 
Sleltroc^emte unb il^re pf)\i\\M.^d)tvxi\dien (Srunblagen. 9Rtt 18 Qriguren. 

9h:. 262. 

— H: esperimcntelle Cacftrod^cmie, 9Re6met^obcn, ficitfft^igfcit, ßöfungen. 

9Kit 26 Sfiguten. 9h;. §53. 

Xo£{ro(o0ifi!^e (Sdtmlt bon ^rioatboaent Dr. (S. HRann^eim in 9onn. SRit 

6 STOBübungen. : . 9h:. 465. 

Horifulturi^emie. I: Ißflantenemft^rttng bon Dr. ftod Trauer. 9h:. 829. 

^a& aoribtlturt^emiff^e Jtontronmefen b. Dr. $au( Arifc^e in Otöttingen. 9fa:. 304. 

Sgriitiltitrd^ttnifdie ttnterftti6uno9met4obett bon $rof^ Dr. (Smti ^fer^off, 
tBorfte^er ber lanbtoirtft^aftlic^en SSecfud^dftation in 9)2aibut0 in ^. 

9h:. 470. 

^fltiMoQMäit dtiemie bon Dr. med. ^ Sega^n in «Tefrlin. I: ^ffimilation. 
aJht 2 Xafeln. 9h:. 240. 

— n: 2)ifftmüation. 3Wt einer Xafel. ' 9tt. 241. 
aneteorologie bon Dr. SB. Xcabert, $Tof. an bet Uniberfitftt^ ^nnSBrud. äRit 

. 49 «bbübuhgen unb 7 lafcln. 9lr. 54. 

(lrbm«8iie^mnS, (Srbftrom imb tßoIatUf^t bon Dr. $L ^ippolbt fc-, SRitglieb 

b. ITgL $reu6. 97leteotot SnftitutS su $otdbam. mt 14 «bbilb. u. 8 Xaf. 

9?t. 175. 
9(ftronomie. <9rö|e, SSetuegung unb Entfernung ber ^immeUIÖrper bon 

91. Sr. aUbtud, neu bearbeitet bon Dr. ^erm. ßobolb, $rof. an bec Untb. 

fiiel. I: S)a« $Ianetenft)tlem. 9Rit 33 ^bbilbungen. 91t. 11. 

Hftrop^^ni. S)ie SBefd^affen^eit ber ^immettlötper bon $rof. Dr. SBalter 9. 

SiSlicenud. 92eu beoib. b. Dr. ^. £ubenborff, SSotSbam. äRit 15 ^bbtlbungen. 

9h:. 91. 
Slftronomffil^e ^rooro^üie bon Dr. ©iegm. (Künt^er, $rof. o^ bet Xec^n. 

^oc^fc^ule in aRfinc^en. SR.t 52 ((bbUbtuigen. 92t. 93. 

V^))ftfil^e Qcograp^ie bon Dr. @iegm. (Siünt^er, $rof. an bet ftbnigl. Xed^n. 

^oc^fd^ule in münd)txL HRit 82 ^bilbungen. 9lr. 26. 

ipi)9fif(4c Vleeredfunbe bon ^of. Dr. ®er^arb ©d^ott «CbteilungSborfle^er 

an bet 2)eutf(9en ©eetoatte in Hamburg. SRit 89 SCbbilbungen im Xe^t 

unb 8 Kofeln. 9?t. 112. 

mimalnubc I: $(I(gemeine ftlimale^te bon $rof. Dr. SB. Stbpptn, SReteoroIoge 

bet ©echjarte Hamburg. 9Wit 7 Xaf. u. 8 8ftg. 9?t. 114. 

fßalftunimatolooie bon Dr. SBUi^. 8t. (Sttarbt in ^ai^ m. 482. 
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6ie^e unter 9{aturtD{ffenfd^aften. 



Sibliot^el bet Chemie. 

Sterbe unter Ißaturmiffenfd^aften unb Xed^nologie. 



Sinoemfiitc4pemifil^etedl)n0lo8{e)9. Dr.®u{t9iauter tn(£l^arlottenbur0. iRt.113. 
Sie gfettc nitb C(e foniie bie 6eifen- trnb Sttnm\ß:btifai\on unb bie ^at|(r 

Saife, Qfitniffe mit i^en toic^tiailen ^ttfdfloffen bon Dr. ftarl »raun. 

I: (Sinfü^rung in bie Si^emie, Oef prec^una einiget ©olse unb ber Sfette unb Ole. 

92t. 335. 

— n: 2)ie ©eifenfabrüation, bie @eifenanalt)fe unb bie ftetsenfobrilation. mt 

26 «IBbilbungen. 9h^ 336. 

— in: ^atae, fiade, fflmiffe. 9ht. 837. 

tt^eriff^e C(c «nb Stici^ftoffe bon Dr. fjf. mod^ujfen in SRUH^. SRit 9 «b« 
btibungen. 9{r. 446. 

Sie (Sstilofibfloffe. Sinffl^rung in bie (S^tmie ber e;))Iofiben SSorgönge bon 
Dr. ^. IBrunStvig in 92eubobeUberg. Wt 16 Wbbttbungen. 92t. 333. 

eranetcimefen I: aRäUerei bon Dr. $aul Steber^oft Siteltot bet Srohet* 
unb a^AIaerfc^uIe in ©rimmo. 9Rit 16 ^bUbungen. 9hc 303. 

Sod Saffet unb feine Certoenbung in ^nbufliie unb (Betoetbe bon Si^LX^ni. 
Dr. (Stuft £el^et. SRit 15 QCbbilbungen. 92t. 261. 

SBttffer luib 9I6n»äffer. 3^re Bufamnienfe^ung, Beurteilung unb Unterfut^ung 
t)on $rof. Dr. (Smil ^afel^off, Sorfte^et bet lanbtoirtfc^aftlid^en 9tf 
fud^flation in SWarburg in Reffen, 92t. 473. 

Sfinbtoaten bon Sireltot Dr. fSIfanS Buiorb, S^orftanb he» @tftbt. (E^emift^. 

£abotatotiuntiS in Stuttgart. S^ 109. 

ffnotganift^e djemifdye ^nbuflrie bon Dr. ®uf!. 92auter in (Sl^ailottenburg. 

I: 2)ie fieblancfobainbuftde unb i^re 92ebenatoe{ge. mit 12 Xafeln. 92r.205. 
» n: ®alinenn)efen, ftolifalae, Süngerinbuftrieunb iBechjanbteiS. anit 6 Xafeln. 

92t. 206. 

— m: Qtnorganifd^e (SdemWäfe ^rftpatate. SRit 6 Xafeln. 92t. 207. 
anetallnrgieoonDr.Qlug.^eilinai^ünc^en. 2ebe. aRit2l9{g. 92t. 313, 314. 

Caeftrometanittgie bon 92eg.-92. Dr. ^r. 82egeldberger in (Stegli^^iBerrin. 9ßit 
16 fjigurcn. 92r. 110. 

Sie Snbuftrie ber @iUfate, bet ffinftüd^en Saufteine unb bei aRSrte» oon 
Dr. @uftao «auter. I: @Ia8- unb Icramifc^e 3nbufttie. a»it 12 Xaf. 92r. 233. 

— n: S)ie 3nbuftrie bet lünfUic^en »aufteine unb bed !D2örteU. SRit 12 tafeln. 

92r. 234. 

Sie Seerfariftoffe mit befonbcter öetüdfit^tigung ber fijntl^etifdjen 9)2ct^oben 

k)on Dr. ^aniS iBud^eret, $rof. a. b. ftgl. Xec^n. ^od^fc^ule 2)re8ben. 92r. 214. 
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SRe^anif^e Xec^nologie. 

anei^attiff^e Se^wlogie bon ®e^. ^oftat $rof. OL fiübide in S3raunf(Qme{g. 

2 JBbe. 9^c. 840, 841. 

SrstU-dnbnftrte I: ®>)hinetei unb Stoirncrei bon ^rof. SWax (Bürtict, ®el&. 

{ReoienmgSrat im ftönigL^anbedgeraerbeatni au 16eilin. 9Rtt 89 gfid. 9h:. 184. 

— n : SBeBeiei, SBiderei, ^ofatnenticrcrci, ©<)ien» unb ©orbincnfabtlfation 

unb Örttsfo^iilatiim bon $cof. aRa; ©ürtlet, ®e^. Stegierungdcat im ftdnigl. 
Sanbedgemetbeamt au 8}erlin. SD^^it 29 (Jftgucen. 9?t. 185. 

— III: SB&f(^erei, SBIeid^erel, Qffiiberei unb i^re ^Ufdftoffe bon Dr. mi% 

a^affot. Sehtet an bet $teu|.^%8fad^f(i^ule für 2:e£tU>3nbuftTie in fttefelb. 
Wt 28 Sfiguien. ^ftt, 186. 

^ie 3RaletiaIieii bc9 SRafii^ineiiiatted nnb ber (SlrIttoted)nlI bon Ingenieur 
$rof. ^erm. XSilba in Sremen. SJ^it 3 Qlbbilbungen. fflx, 476. 

^a9 ^oU. Qlufbou, QHgenfdjaften unb SBertoenbung, bon $rof. ^ernt. ^Bilba 
in Oremen. Wt 83 ^bilbungen. Str. 459. 

Sa9 antodtne 6i|^)vei6' unb 6i(neibbevfa||iren bon Ingenieur ^aaS 9Mefe 
in ftiel. SRit 80 Figuren. 9{r. 499. 



Siblioi^ef bet 3it8emeuirtoiffenfd^aften. 

$09 KeiHnen In ber SedinU u. feine ^ilfdmittel (Sted^enfc^iebet, 9te(^entafeln, 
Rec^enmof c^inen Ufa.) bon Ingenieur 3o(. (Sugen SRaljei in ftarUru^e i. fb. 
mt 80 9a>b, 9^r. 405. 

aRaieHaI)»Hif ttng9toef eil. OHnffifirung in bie mobente Zeifinil bet 9RateriaI))rüfung 
bon St. aRemnUec, S)i|)Iom-dngen{ettr, ftftnb. SOHtaroeitet am ftgl. aRaterioI« 
tnrfifungSamte su Vtog'Sid^terfelbe. I: aRaterialeigenft^aften. — SfefUgleitd- 
berfttc^e. — Hilfsmittel fflr Qreftigleittbeifuc^e. Wut 58 gfiguren. 9h:. 811. 

~ n: 9Retan))rüfung unb Prüfung bon 4>iIfSmateriaIien beiB Vlaf(^inenBaue8. 
— Oaumoteiiol^rüfung. — $apiec}n:üfung. — ®d^miermittäprfifung. — 
CHnigeS ilbet aRetaOogratJl^ie. Slit 81 gfiguren. 9hE. 812. 

9Rctano0rabllie. ftutje, gemeinfaglid^e SorfteKung bec 8e^e bon ben aSe- 
toHen unb i^en Segierungen, unter befonberer SedUffit^tigung ber 
aRetttllmifrofloDie bon $rof. (S. ^ebn unb $rof.. O. 8auer am ftg(. 
SRaterialutfirungSamt ((9ro6*Si(^ifrfeibe) ber ftgl. %e^nif(^en ßocbfc^ule 
su Berlin. I: onigemeiner XeiL aRit 45 Slbbtlbungen im zeit unb 
6 £id^lbabent auf 8 Xafeln. 9h:. 432. 

— 11: SD^iellec XeiL amt 49 Sßbilbungen im Xt^ unb 87 Sic^tbilbem auf 
19 Zafeln. 9h:. 488. 

6taHL I: Sie (Vcunble^ren bet Gtatil fionet ttbtptx bon fß, ^ubet, Sii^Iom* 
Sngenieui. Wt 82 QHfiuten. 9h:. 178. 

— n: «[ngetoanbte @tatil. aTlit 61 ^iguten. 9h^ 179. 

8feftio{eit0Iel)te bon 8B. Raubet, Si^Iom-^ngenieut. ai^ht 56 Qfiguren. 9h:. 288. 

attfgabeiifatitmditto snt 9efHoleit9Iebte mit Sdftmgeit bon ffL^ttn, Si))Iom- 
^ngenieur in ai^ann^eim. Wt 42 gfiguren. y 9tt. 491. 

4>)|btaiinf b. SB. 4>auber, !^tom-3ngenieur in Stuttgart. aRit 44 gfig. 9h:. 897. 

Oeometdfibeft 3rtd)nen bon ^. fdtdtt, fSrc^itelt unb Sekret an ber fdaiu 

8en)erlfd^ule in aRagbeburg, neubearbeitet bon !ßrofeffot 3. iBonberlinn 
I aRünfter. aRit 290 Qfiguren unb 28 Xafeln im Zest. <ßr. 58. 

ed^attenlonftantf Honen bon $rof .3. Gonberlinn in aR&nfter. aßit 114 9ig. 9h:. 286. 
tßatanelberfbeftibc Sted^noinllige unb fc^ieftoinüige 9(sonometrie bon $rof. 
9. IBonberlinn in aRünfter. aRit 121 Figuren. 9h:. 260. 
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g.Sonbcrlinn, 3)tt. b. ftgL »ouflewetffd&uIe^TOÜnflcrt.©. 8Ktt 1328fifltttcn. 

«Rr. 67. 

Sci^nifilif» BarterBitdl, entl^altenb bie totd^tigflen SdiSbrücfe beS SRafcfiineK« 

bme», 6(^iff&<mel unb bet C^Ieftrotedjiti! tion (Sxidi Sttef>9 in Berlin. 

L ZeO: 2)eutf(^«9ngUf(^. 92c. 395. 

— IL %eü: (SngHfd^Dfutf^. 92t. 396. 

— in. teü: S)etttfd^8ftait8öfifdö. 92t. 453. 

— IV. IcU: 8fronaöfif(^?)cutfd^. 92t. 454. 
iRtHxottdtnit (Einfü^tun0 in bie mobente (Sleid^ unb SBec^felfttomted^ntl 

bon 3. ^etimann, $tofefyot an bet ftdniglit^ Xed^nifd^en ßod^fd^ule 6tutt^ 
gatt. I: <&ie p^tjfifalifc^en ®tunblagen. iD2tt 42Sfia. u. lOXafeln. 92t. 196. 

— Ü: S)4e OHeit^fhomted^n«. «Kit 103 gfiguten unb 16 lafeln. 92t. 197. 

— m: S)ie föet^felptomted^nil. V2it 12G f^fig. u. 16 Xaf. 92t. 198. 
IMc eleTtrifd^en aRefinfltntittntie. 2)atfleaung bet föitfungStoetfe bet ge« 

btfiuc^nc^flen 92e6tnntumente bet (SleYttoted^nil unb fut^e 9ef(^tet6ung 
i^teS Kufbaue« bon ä- ^ertmann, $tof . an bet ftOnigl. Xed^n. ^ot^fdjule 
etuttgatt. SD2it 195 8fig. 92t. 477. 

KabioaftitoitSI bon C^emilet WOi. gftommel. HRit 18 SCbbilbungen. 92t. 817. 

£ie Q^Ieif^ftTditunaff^ine bon iL ftin^btunnet, ^ngenieut u. ^nent fite (SIeltto« 
tetü^nil 0. b. aßunid^ol ®(^ool of Zed^nologt) in 9]Sand^e{let. Vtk ts^g. 92t.257. 

6trame itnb 6)»tnttiinaen in @tatffi¥otmie^<tt bon Si^Iont-QIIefttoinaenieut 
Sofef ^et)og In SSuba^jeft u. $tof. Qfelbmonn in Seift. 9Rit68f^i0. 92t. 456. 

tu elettrifAc Seregra^üie boh Dr. £ubn)ig 82enftab. 9J2it 19Qfi8Uten, 92t. 172. 

Sa98fenif4mN(toefen b. Dr. i^^ubto. ffttüftab in JBetlin, aJ2it47 Sfig. u. 1 Xof . 92t.l55. 

Bermeffttno9Iiuibe bon 3)ipl.-3ng. Obette^tet $. SBeitmeiflet. 2 8ftnb(^en. 

92it 85ft «bbilbungen. 92t. 468, 469. 

SR«ttref- tt^0teinliaurtar(eitrtt bon $tof. Dr. phil. n. ^.-3ng. ^buotb Schmitt 

in S)atmflobt 3 8anb<^en. Wt bielen Obbilbungen. 92c 4197r42i. 
Bimmetav^diett «on dad-Opili^, Obetle^tet an bet Stai\. Xeti^ntfd^en €d^ule 
. . in (Sttagbutg {. (S. I: Mgemeined, iBalfenlagen, ^toifci|enbeden' unb 

S)e<Ienbtibnneett, l^dlsetne f^ugböben, f3fad^tt}etfS»&nbe,^nde« unb @ptengc> 

loeile: 92it 169 «Ibbübungen. .92t. 489. 

— n: XAd^et, SBanbbelleibunQen, SimSfcl^alungen, OUxK Oo^ten* unb 

»teltewoftnbe, S4unc, 3:üien, Xlo'te, Xtibünen urtb ©augetüpc. 9J2tt 
167 «Ibbilbuttgen. • 92t. 490. 

Cifenlonfitruftioneit im j^odjban. Ihttsgefa&te« |^anbbu<!& mit 9eif)>ielen bon 
3ngenieut Stau ^d^mblec in SReigen. 9)Ut 115 gfifiuten. 92t. 822. 

%t9 SiffnietonÜt« bon 82eg.-0aumeiflet ftail 825gle in 6etIin-(StegIib. 
9Rit 77 90GibUbungen< -92t. 349. 

4^ttno unb Süftung bon ^iigenieut ^o^anne« ftötting, S)ite!tot bet Kit.« 
®ef. ®ebtübet ftötting in 2)ftffeIbotf. It S)a3 SBefen unb bie ©etec^uung 
ber ^eiaungS« unb Lüftungsanlagen. 9Rtt 31 gfiguten. 92i. 342. 

— n: ^DieKudfA^tung bet4>eiaung9'UnbSüftungdanIagen. 9J2itl95Sfig. 92t. 343. 
eai' unb fBafferinftanationen mit(^tnfdj(u6 bet Kbortanlagen twn $tofeffot 

Dr. phU. u. S)t.-3ng. ffibuarb ©d^mitt in ©atmftabt aWitlWKbbilb. 92t. 412. 

^09 Vftanfi^IageK im 4>oil^batt. Ihtt^gefagted ^anbbuc^ flbet ba8 SBefen beS 
ßoftcnanft^lage« toon(SmU ©eutinget, Krt^ttelt ©.©.«., «ffiftent an bet %i(fy 
nifd^cn ^oc^f^ule in »aimftabt. 9J2it bieten gfigutcn. 92t. 385. 

©anffi^runa. SfutsgefogteS 4>anbbu(^ fibet bad SBefen bet ©eufüQtung bon 
Krc^itett (£mU ©eutinget, Kffiftent an bet Xec^nifc^en ^0(^f(^ule in S)atm« 
ftabt 9J2it 25 Sfiguten «nb 11 j;abeUen. 92t. 399. 
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Sie 6aitfititfl beS Gi^itl^aitfeS tum $iof. 2>c.-9na. Qpcnft IBettnleht in 2>ann» 
ftabt. I: S)a8 ©c^ul^aus. mt 88 ^BbUbungen. 9^. 443. 

— n: 3)ic ©t^ult&umc. -- t)ie SßeBenanlaflen. SKtt 81 «fiBttbunocn. 9to. 444. 
jDffentni^eSabe-itiib SAtoimmanftattett bon Dr. ftoHSBoIff, ®tabt»05etbaucat 

in ^notoct. SKit 50 8flo 91t. 880. 

©ttfferbetforottiiö bet Drtfd&aften bon ©t.-^nß. JRob. SBctjraud^, Ißrofeffor 
an ber 3:ecJ^nifd^en ^0(^fd)ule Stuttgart, ^it 85 f!fi0uren. 9b:. 5. 

X\t fta(fu(atiiin im flRafi^tncnba» bon ^naenieut ^. Seemann, ^ojent 

am S^ed^nifum ^tenburg. Wt 61 Slbbilbungen. 9^r. 486. 

l^ie SRafÄineitelemente. ShtrsgefoBteS Se^ibuc^ mit Oeif^iielen füt hai @elb{l* 

Stbium unb ben tnaltifd^er ®ebtaud^ bon gftiebrid^ lOott^, Obecingenieut 
92flmberg. äRit 86 C^iguien. 9h:. 3. 

aRetaditroie bon Dr. miQ. (Seij^, bi^lom. QD^emilet in SRünd^en. I. II. 9Rit 

21 Ofifluren. 9?r. 313, 314. 

ilifenliftitenhinbc bon 9t fttoug, bU)IomieTtet Hütteningenieur. I: 2)ad 9lo^ 

eifen. SRit 17 fjfiguren unb 4 Xafeln. 9tt, 152. 

^ n: S)aS ©c^miebeifen. 972it 25 Figuren unb 5 ^tafeln. Sßr. 153. 

S9trol)r)yr0bicrfttnbe. Cualitatibe SlnalQfe mit 4)ilfe beS Sdtro^red bon 

Dr. SKartin ^englein in gfieibetg. Vüt 10 Figuren. 9tt. 483. 

^rdinifdle fßHtmütfttt <S^ermob)inamif ) bon St. Sßalt^ei unb 9^. SHöttinger, 

2)tp(om*3ngenieuren. 9J2it 54 Biguien. fftt, 242. 

Sic tlyermobQnamiffiKtt Q^runblagen ber XBSrmefraft- nnb SHIUemafi^inen 

bon a)2..9idttirig;i;, S>i|)(om> Ingenieur in SKann^eim. 9Rit 73 Figuren. 

. . «r. 2. 

Sie SanMifmafd^itte. ftut^gefagteS Selibud^ mit IBeifbielen für bod ©eldftftubium 

tt.b.pra!t.®ebrouti^b.8fttebt.©art^,OBeting.,9«üniberg. «Wt485ig. 9?r.8. 
Sie SauMfffeffeL Ihn^gefagtefl £e^tbtt(b lAit ®eif^ielen fttt boiS 6e(bflftubium n. 

ben praü. (S ebrouc^ O. griebr. 8art^, Obertng., Mmberg. 9Rit 67 grig. 9h. 9. 

Sie @a9lraftmafd)itten. fturggefagte ^atßellung ber toid^tigflen (Bodmafc^ine n« 
83attacten o. Ingenieur OOfieb ftitfd^Ie in ^aue o. ®. an^it 55 gfiguien. 9lc.3i6. 

Sie SanHyfturbinen, i^re SBirbingStoetfe ttnb ftonflrultion bon 3ng. ^ermann 
flBttbd,.$rofeffot am flaatI.Xe(^iIum in JOtemem Wt 104 Wtb, 92t. 274. 

Sie tmeAnStigÜe 8etrieb9traft bon (jftiebtid^ SBatt^, Oberirigenieut in 92üm« 

berg. I: (Sittleitung. S)ampfltaftanlagen. Setfd^iebene ftraftmafc^inen. 

. 9Rit 27 «bbttbungen. 9tt. 224. 

•«- n: ®a0-, CBäffet- unb fSinb-ftraftanlagen. 0Mt 31 Oibbilbungen. 92t. 825. 

— m: (Stelttomotoren. iBetnebdroftentabellen. (8ta^^if(^e 2)atftenurigen. SBa^I 

bet 9etrieb«Itaft mt 27 ISbbilbungen. 9hr.474. 

CHfenbaiittfallirsettoe bon ^. ^innentl^. ftgt. 92egierung8baumeifltet unb Ober» 

ingenieut in ^annobet. I: Die 8o!omotiben. 9}Ht 89 9(bbilbungen im 

Xejt unb 2 Jafeln. 9h:. 107. 

— II: 2)ie (Sifenbol^ntoagen unb Oiemfen. Sßit 56 ^bbilbungen im Xe£t 

unb 3 lafeln, 92t. 108. 

Sie 4>ebeiettge, il^te ftonftruTtion unb tBered^nung bon ^ngenieut ^etmonn 

SBUba, $Tof. am ftaatl. Xec^nilum in »remrn. Wi 899 Slbbilbungen. 

92t. 414. 
^umptn, Utibraulifdie »nb iPnenmatifi^e Einlagen. (Sin lutjet übetblid bon 

92egietungdbaumeifiet 92uboIf IBogbt, Oberlehrer an bet ftdnigl. l^ö^eren 

äßafc^inenbaufc^ule in $ofen. SJttt 69 Slbbilbungen. 92r. 290. 

Sie lanbnyirtfdjaftlidien Vta^dfintn bon ftarl ^alt^er, SDi^Iom>3ngenteur in 

SRonn^eim. 8 S3änb(^en. iD2it Dielen ^bilbungen. 9hc. 407—409. 
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f^t 9reftIttftta€ffK«fi< ^ov ^U^Ionu^ngenieuT % dUttö, Obede^iei an ber 
S^oifetl. Xe<^if(^eii ®d^itle in ©tioBBurg. SRit 82 Ofiguten. 9ix. 493. 

92<iitti{. Ihttsec Kbtil^ bet tftgtic^ an Sotb bon ^onbelSfd^iffen anoeb)anbten 
Xfill hn edilVtf<äicafaa:bt, fBon Dr. gfrona ©d^ulae, 2)iiettor bet 9labU 
Qaiiondff^ |tt fiübed SRtt 66 SlbbUbungen. 92t. 84 



Sibliot^ef betr 9le$ts» it. 6taat$tt){ffeitf$afteii. 

SUIgemcine 9Ml0Mtn bon Dr. Xft. 6temberg, $iibatboaent an ber Unibetf. 
£aufanne. I: IHe Wet^be. 92t. 169. 

— n: ^(A ®^flem. 9h^ 170. 
9ledit bc9 e&ffierlidiat 0cfe<((tti(e9. (Erftcd Oncl^: «Oloemeinet Seil. 

I: GHnleitung — Be^re bon ben Vertonen unb ^on ben Sad^en bon 
Dr. $anl Oettmann, ^rofeffot an bet UnibetfitAt (Stiangen. 9h;. 447. 

— — n: (Sxtottb unb S^erluft, ®eltenbmad^ung unb @d^u| ber Ked^te bon 

Dr. fßoul Oettmann, ^tofeffot an bet Uniberfitdt (Stlangen. 9h;. 448. 

— 3n>eited 8tt4: ®(fiiuIbrecQt LtCbteüung: SOIoemeine £e^en bon Dr. ^oul 

Oettmonn, $tofeffot an bet Unibetfitflt (Stlongen. 9h;. 823. 

n. 8(bteiIuno: Sie einzelnen ©d^ulbbet^öliniffe bon Dr. $aul Oertmonn, 

$rofeffot an bet UnibetfitAt (Erlangen. 9h:. 824. 

— ^{tteS 8tiil| : Sad^ented^t bon Dr. %. ftrelfc^mar, £)betIanbe8geri(^tSrat 

in Stelben. I : Slllgemeine Seiten. S3efib unb Eigentum. 92t. 480. 
n: ©cgrcnate Weckte. 8hr. 481. 

— Siettcd Oni^: Qfamiliented^t bon Dr.^^eintidg Xi^e, ^rofeffot an bet Uni». 

@öttingen. 9lt. 305. 

Seittf((e§ ^anbcI9te4t bon $tof. Dr. ftati Seemann in Stoftod. 2 9ftnbd^en. 

9h;. 467, 468. 
Sad bentfdie eecvei^t bon Dr. Otto IBtanbid, ObetlanbeSgetic^tat in ^ambutg. 

2 »ftnbe. 9h^ 886, 887. 
9ofire4t bon Dr. «Ifteb SBoIde, ^oflinfpeltot ht Oonn. 9h^ 426. 
Vnioemeine GtaatMe^re bon Dr. ^ermann 92e^m, $tof. an bet UnibetfitAt 

©ttagbutg i. (S. 9h;. 868. 

llUoemeittcd 6teat9re4t bon Dr. 3uliu9 4>atf(^el, $tof. an bet UnibetfitAt 

Hattingen. 8 ©Anbeten. 9hE. 416—417. 

tßtentif^cS 6taat8feit)t bon Dr. gftil» ®tiet"®omlo, $tof. an bet Unibetf. 

iBonn. 2 Seile. 9hc. 298, 299. 

Seutfffied dibi(ptoie§te4t bon ^tofeffot Dr. SBil^elm ftifc^ in ©ttagbutg t (£. 

3 »Anbe. 92t. 428-430. 
Aitfl^entef^t bon Dr. ®mil ©e^Iing, oib. $tof. bet Siedete in C^angen. 9h;. 377. 

Sa9 bentfdie Urliebertei^t an litetarifd^en, lünfUetifd^en unb getoetblic^en 
@(^dpfungen, mit befonberet SBerüdjid^tigung bet internationalen SetttAge 
toon Dr. ®uftab Stautet, ^atentanioalt in (Si^atlottenbutg. 9h:. 268. 

Set intetnationale oetoerbltc^e 9ied[|t9f(bni| bon 3. 92eubetg, ftaifetl. 8le* 
gietungStat, SOtitglieb bed ftaifetl. Patentamts gu 8etUn. 9te. 271. 

So9 Ut^ebetted^t an 9BerIen ber Siteratut unb ber Sonlunft, boS SSetlagSted^t 
unb baS Utl^ebetted^t an SBerten ber btibenben ftilnfle unb bet $]^otogra))^ie 
bon ©taatdanmolt Dr. Q. @(^Iittgen in (Ebemnib. 9h:. 861. 

Sal föarrnieicbenreii^t. 92a(^ bem @efe^ sum @(^ub ber tBorenbe^eic^nungen 
t)om 12. 9Rai 1894 bon ;^.92euberg, ftaifed. 92egierung8tat, aßitglieb beS 
ßaiferl. Patentamtes su aSecIin. 9h:. 360. 
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fttt nniauttxt SBettigettierü bon ffttd^üantoalt Dr. aRortin SBaffetmonn in 

^omburö. 3^. 839, 

Xtnt\t^ti jtoloniolret^t bon Dr. ^. (Sblet t). I^offmann, ^tofeffot an bet $tQU 

^labemie $ofen. 9^r. 318. 

URilitttrltvafrefl^t Don Dr. mai (Srnft SRa^ec, $tof. an bet Unibetfitat ©trag« 

^urg {. (5. 2 iB&nbe. Üto. 871, 872. 

Sctttf il^e äBeürtierf af funo bon ^egSgetic^tStat (Satl (SnbreS L SBftTs6itT0. 92r. iOi. 
Sfarenfifil^e ^f))i^tatrie bon $rof. Dr. SB. ^etjgonbt IDiteftin: bet ^nenanftalt 

Sfriebtid^dberg in Hamburg. 2 SBänbd^en. 9{t. 410 u. 411. 



iBoK$toittf(^aftU(|« Sibliot^ef. 

80ndtti!Tif(!^aftSte^te bon Dr. @;atl Qo^i, %vt^, $tofeffot an bet Uniberfitftt 
Xflbinsen. 9tt. 133. 

fßümtoitt^äia^poüHf bon ^täfibent Dr. 91. ban bet IBorgl^t in ^etlin. 9hr. 177. 

®emet(e»efett bon Dr. 9Bemet ©ombatt, $tofeffot an bet ^onbeis^od^ft^ule 
©etlin. 2 SBftnbe. 9tt. 203, 204. 

Xa& ^anbe(dn»efen bon Dr. m% £ej^, ^rofeffot an bet Unibetfität ®öi« 
tingen. I: 2)ad ^anbeB))etfonaI unb bet SBaien^anbeL 9h^ 296. 

— II. Sie (Sffeltenbdrfe unb bie innete ^onbettpolitil. 9h;. 297. 

SCttSmattige ^anbeldtioUtil bon Dr. ^eintic^ Siebefing, $tofeffot an bet 
Uniberfitftt Bürid^. 92t. 245. 

SaS l8etfii^etttng9Miefen bon Dr. jar. $aul SJloIbenl^auet, $tofeffot bet {8er« 
fid^etungdtDiffenfd^aft an bet ^^^betö^o^fd^ule fidln. 92t. 262. 

Setfifl^entiigdittatlietmktil bon Dr. QCIfreb Siottotj, $tofeffot an bet Uniberfiü 
tut Sfreiburg i. ö. 9h:. 180. 

Sie oetoetMii^c KtBeiterfruge bon Dr. SBetnet ©ombatt; ^feffot an bist 

^anbeis^od^fd^ule iBerlin. 92t. 209. 

Sie 9(raeitetberfiii^etuno bon $rofeffot Dr. SUfreb ^antB in iBetlin. 9h^ 267. 

0finansn»iffenfil^«ft bon fßtäftbent Dr. 91. ban bet JBorg^t in Oetlin. I. ^gemeinet 
Xcü. 92t. 148. 

— n. ©efonbetet Xeil (©tcuericl&te). 92t. 391. 

Sie Stenetf^fteme be9 Sttdlanbed bon <S(e$. Obetfinanarat O. @d^toar} in 
©crltn. 92t. 426. 

Sie Qnt^xtUtMü bet KeiiQSfinansen bon ^rAfibent Dr. 02. ban bet IBotg^t 
in S9etlin. 92t. 427. 

Sie SfinanifQfteme ber &to^m&dtit. (Internat. QtaaV^ u. (Bemeinbe^Srinanj« 
toefen.) {8on£).@d^toaQ, ®e^. OBerfinansrot, iBedin. 2»bd^. 92r.450,451. 

Gosiologie bon $tof. Dr. t^omoA fld^eliS in IBtemen. 92t. 101. 

Sie Sntmiiflttno ber f osialen 9tage bon $tof.Dr. gfetb.XbnnieS in(Sutin. 92r. 353. 

Krmenwefen itnb Snnenffirfotge. (Sinffi^tung in bie fo}iaIe ^ilfdatbeit bon 
Dr. 8lboIf SBeBet, $rofeffot an bet ^anbeis^od^fd^ule in ftdin. 92t. 346. 

Sie SBo^nungdfrage bon Dr. B. $o^Ie, $rofeffot bet ©taatStoiffenfci^aften 
Suf^tanffurta.9R. I: SaSiEBol^nungStoefeninbetmobemenStabt 92t. 495. 

— II: S)ic ftdbtifd^e SBol^nungS« unb ©obcn^jolttif. 92t. 496. 

Sa9 ©enoffenfd^aftSniefen in Seutfd^Ianb bon Dr. Otto Binbede, @eftetftt 
be« ^auptbetbanbc« beutf(^ct gewerblid^ct OJcnoffenidöaftcn. 92t. 384. 
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X^eologif^e uitb relidioitswiffenf^aftn^e 

%it ^tfMitm^ U§ Kit» Zeßamcntd t>on £ic Dr. SB. @iacrl, ißtofeffot an bet 
Unibetfitdt in 3tna. fflt. 278. 

WüeflamatUid^c WeligiPiii^gefdiiil^ie bon D. Dr. 9Ras Sd^t, ^rofeffoc an bet 
UnibeifttAt »reflau. 9h:. 292. 

Oeff^ii^te 3fractt bis auf bie otiec^ifd^e geit bon Sic Dr. ^. SBenainflet. 9ix, 831. 

£anbed- n. »olfSInnbe 9aUftina9 bon Lic. Dr. ®uftab ^blfc^et in ^olle. 
mit 8 eoObilbetn unb l ftarte. 9{t. 845. 

Sie (£ntftel)ttn0 b. Reiten teftumentt b. ißif . Sic. Dr. darl (Slemen in Sonn. 92t.885. 

Sie enhbiiüttng be? il^HfUi^en Relifiion innerhalb beS 92euen XeftamentS 
bon !ßrof. £ic. Dr. (Sail Slemen in Oonn. 9tt. 388. 

9{euteflamcnfli4ic S^tflefi^idiie bon Sic Dr. SB. 6taerf, ^rofeffor an ber 
UnibecfitAt in^ena. I: 2>ei ^iftorifd^e u. fultuigefc^ic^tlic^e ^intetgrunb beS 
Urc^riftentumS. 'Sit. 325. 

— n: 2)ie Stelieion bed 3ubentum8 im BeitoUet bed ^eßentSmuf unb bet 
8lbmei^eci{($afi 92t. 386. 

Sic (hitfieliiaig be9 %a\muM bön Dr. ®. 9unf in IBodlotoij^. 9tc. 479. 

ü^rift bet l»CTfl(eiil^ettbai WcUgiDnBtoiffenfil^aft bon $rof. Dr. 21^. Qtd^eliS 
in eiemen. 9h. 208. 

Sie {Religionen bet 9{aitttb9(Tet im Umrig bon Dr. %Sf. Qld&elif, toeilanb 
?Brofcffot in ©rcmen. 9h:. 449. 

dnbifdie SicIigionSfiefdiii^te bon tßtof. Dr. (Sbmunb ^arb^. 9fa^ 83. 

OttbbQa bon $cofeffot Dr. ^munb ^orbt). 9tt. 174. 

OrieAifdje »nb tdmifdje 9RQtf|o(ooi€ bon Dr. ^ermann ©teubtng, SZeftot 
bed (Ktjmnafiumd in ©c^neeberg. 9hc. 27. 

<Detmanif(^e SR^t^blogie bon Dr. (S. SRogl, $rofeffot an ber UniberfitAt Sei^sig- 

9lt. 15. 

Sic bentfil^e 4>elbenfage bon Dr. Otto Suitpolb Siricael, ^ßrofeHoc <m bet 
Unibeifit&t aTZünfter. 92i. 32. 



Ißäbagogif im ®runbri| bon tßrofeffot Dr. SB. Stein, S)iieItot beS ^öba- 
gogifc^en ©emtnarS an bet Unibetfit&t in Sena. 92c 12. 

®cfil^iil)te bet ^äbagogif bon Ob erlebtet Dr. ^. SBetmet in SBiefbaben. 92c 145. 

6dittl^ta£id. aRet^obil bet SBoIISfd^ule bon Dr. 92. ©e^fect, ©eminarbiteftot 

in Öfd&opau. 92c 50. 

Bei^enfiüttlc bon ^rofeffot St. ftimmicQ in Ulm. 972it 18 Safein in Xon-, 
Qatbtxi' u. O^olbbrud u. 200 SSoO- u. XestbUbetn. 9h^ 39. 

ecniegung8f))ie(e bon De (S. ftoblraufd^, $tof. am ftgl. ftaifet-SBirbelmf* 
®t)mnaftum su ^annobet. 9ßit 14 Slbbilbungen. 9h;. 96. 

9eff!^idjtc be9 beutfd^en Untetti4td»efcn9 bon $tofeffot De (^riebric^ ©eilec 
S)iteItot bed ftbniglic^en ©tjmnafiumS {u Sudau. I: )8on Einfang an btd 
|um (Snbe bef 18. ^ol^tbunbettt. 92c 275. 

— n: {ßom SBeginn be« 19. 3a^t^unbeti« bis auf bie ®egenn)ati 9h^ 876. 
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$0 knttfd^e 8f0Vt6ttkttitfi9f4ttlMefett naäf feiner gefd^ici^tlid^en Chtttottfluna 
unb in feiner fiegenmArtigen (Seflalt toon ^. ©ierdS, Sireltor ber ft&bt. 
SfortaUbunoSf(^uIen in ^eibe L ^olftein. 9h^ 893. 

Sie bentfi^e 6i&nlt im tCudlanbc bon ^caa Olmr^ein, S)ireItor ber beutfd^en 
6d^ule in ^fittic^. 9^;. 259. 



Siblioil^el ber ftunft. 



etilfunbe bon {jBrof. ftorl Otto ^artmann in Stuttgart. SRit 7 a^oHbilbem 
unb 196 XeirtiQufteationen. 92r. 80. 

Sie Oaninnfl be9 Vienblanbed bon Dr. St, 6(l^&fer, Qtffiflent am (Setoerbe* 
mufeum in Cremen. SRit 22 W5bilbungen. 92r. 74. 

Sie ^laftif beft VbenblanbeS bon Dr. ^cm» Stegmonn, Sireltov be« I9a^r. 
92ationaImufeuml in aR&nd^en. 9Rit 23 Xafeln. 92r. 116. 

Sie^Iafiit f eit eeghtn be9 19. daürfinnberid bon^. ^eilme^er in SRÜnc^en. 
antt 41 SoIIbilbem auf amerüanifc^em ftunflbrucfpapier. 9hr. 321. 

Sie Brab4if4|tit ttSmftt b. darl Stambmann, I. f. fieptet an berl. I. (Brabl^ifd^en 
Se^r« u. »erfttd^anflalt in SBiet. mt ia^lreid)en QlbbUb. u. ^Beilagen. 

««r.75. 

Sie 94otoora)i4ie bon ^. ftegler, $tof. an ber 1. 1. (Srab^if^en £el^r« unb 
SBerfu(^anftalt in föien. mt 4 Xafeln unb 53 SlBbtlbungen. 92r. 94. 



Sibliot^ef bet SRuf». 



tnigemeine SUnfiflelte bon ^rofeffor @teb^an Slrel^l in Seipsig' 9{r. 220. 

flRttfifatifd^e KtufM bou'Dr. ftarl & Sd^Afer, S)oaent an ber Uniberfitat OerUn. 
mit 35 «bbilbungen. 92r. 21. 

4>armonieIe1ire bon 81. ^alm. Sdlit bieten IRotenbeilagen. 9tt. 120. 

IRitfifalifil^e Sfomteslelyre (ftombofitiondle^re) bon $Tof. @teb^an ftrebl. 
I. II. SRit bielen Slotenbeifpielen. 9^r. 149, 150. 

ftotttrabnnTt. Ibit Se^re bon bei felbfl&nbigen Stimmführung bon $rofeffor 
^ttpiiQxi ttttfiH in Bei^sig. 9li. 890. 

QfiiOe. ^Iftuteiung unb Einleitung sur ftompofition berfelben bon $rofeffot 
®te))|an tttt^ in Sei|)3ig. 9h;. 418. 

9nflrttmentenlelire bon SRufilbireltor (Jfioni SRaber^off in (Sl^enrni^. I: Xert. 
II: 92otenbeif^ieIe. 92r. 437, 438. 

Dhififöftfietif bon Dr. ft. ®run37i) in ©tuttgart. 92r. 344. 

®efibii^te ber alten mtb mittelaiterli^en 9RufiI bon Dr. ^ m^Ut. mt 
ia^Iieic^en 9tbbttbungen unb SD^ufÜbeUagen. I. II. 92r. 121, 847. 

Vlufif oeff^ii^te beS 17. n. 18. 3a4r||unbertd b. Dr. St. ®run3lQ i. Stuttgart. 

9{r. 289. 

— feit a^egin» bei 19. Sa^r^unbertd bon Dr. ft. (Ürundl^ in ©tuttgoit. 
L n. 9hE. 164, 165. 
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Oobetifitttbe bon Br. $. SJagelet in Stöni^ihetQ i. !ßT. 9h:. 455. 

flätt^aw ttnb $flan}en1iatile^re t)on Dr. ^avl ffüppctt in {Berlin unb (Sntfl 
Sanoenbed in Ooc^um. 92t. 233. 

Sanbtoirtfdlaftn^e SetriebSIe^Te bon (Smfl Sanaenbed in iBot^um. 9te. 227. 

ungemeine unb ftieiielle 3:tmuf^t(el)re bon I>r. $aul fR\ppttt in fSeüitt, 92r.228. 

Slorilttltntf^emie I: ^flansenemö^rung bon Dr. Stad ©rauec 9b;. 829. 

Xü& atitiMinxättmWdt Jlontvo((»efcn b. Dr. $aul Krifcle in ©öttinden. 9h;. 304. 

Srifd^erei unb Sfifil^su^t bon Dr. ^aü (Stfftein, $rof. cm ber ^otftalabemie 
(S5er3b)albe, ^bteilungSbirigent bei ber ^auptftation bed forftlid^en SBer- 
fu(^§tt)efcn3. 9h^ 159. 

8f0tfttoiffenfil^aftbonDr.QCb.@d^h)abba(l^^ $rof. an ber9orflaIabem.(S6er3tt)aIbe, 
8lbtcilunö8biri9cnt Bei ber ^auptftation b. f orftlit^en SScrfud&8tt)cf en«. 9ht. 106. 

Sie y^abel^aiier bon $rof. Dr. fjf. SB. 92eacr in ^l^aranbt. Wt 85 Qlbbil' 
bungen, 6 Tabellen unb 3 ffarten. 9tt, 855. 



Onilffilirunfi in einfm^en ttnb bo^^elten Soften bon $rof. 9lobert @tem, Ober» 
lel^rer ber Offentlid^en ^anbeldlel^ranftatt unb Sogent ber ^anbeld^oc^ 
fd^ule SU £eii>3ig. 9JHt gomtuictren. 9h;. 115. 

Seutf Ae ^anbelMorref^onbeni bon^rof.X^. be ßeaur, Offijier be ('dnfhuo 
tion Publique, Obeilebrer a. 2). an ber Offentlid^en ^onbeßlel^ranftalt 
unb £eItor an ber ^anbeis^oc^fd^ule au Seibaig. 9h;. 182. 

Sfranjöfifilje ^anbelSforref^onbena bon ^rofeffor %^. be S8eau& Offiaier 
be r^nftruction publique, Oberlehrer a. 2). an ber Offentlid^en ^onbeU« 
lel^ranftalt unb £e!tor an ber ^anbeBbod^fci^uIe au Seipaig. 9hE. 183. 

(Snglif^e ^anbeldlorreft^onbena bon @. (S. SBi^itfielb, Vt.^, Cberlebrer an 
Äing (Sbtoarb vn ®rammar ©d^ool in ßingS ß^nn. 9lr. 237. 

Sltalienifil^e ^anbeldfortef^onbena bon ^rofeffor Stiberto be 8eau£, Ober« 

lelirer am königlichen 3nftitut @@. ^nnungiata au gflorena. 9tt. 219. 
6^anif<^e ^anbeBf orreffionbena b. Dr. onfrebo 92abal be 9)>{ariescurrena. 92r. 295. 
Siufftfil^e $anbel0f0rref)ionbetta bon Dr. iSf. b. ftatora^SIt) in Sei|}aig. 9h^ 815. 
Itaufmännifd^ed 9iedlinen bon $rof. 92i(^arb Suft Oberlebrer an b. £)ffentli(i)en 

^anbeBIe^ranftalt ber 2)redbener ftaufntannfd^aft. 8 ISbe. 9h;. 189^ 140, 187. 
SSarenTitnbe bon Dr. ftarl ^affad, $rofeffor an ber ÜBiener ^onbelSalabemie. 

I: Unorganifd^e SBaren. 2Sai 40 Qlbbilbungen. 92r. 222. 

— n: Organift^c ÄBaren. SKit 86 «Ibbilbungcn. 9ir. 223. 

Srogenlunbe bon SlicQ. Sorftetoij^ in £ei^ai0 unb (Beorg OtterSbad^ in $am> 

bucg. 9hc. 413. 

8Ra6-r aRfinS' unb ©emiil^tdttiefen bon Dr. Qlug. JBIinb, ^rofeffor an ber 

^anbeföfd^ule in l^dln. 9h;. 283. 

teil^nil be9 Sonfttiefend bon Dr. Salter (Sionrab in Berlin. 92r. 484. 

3)a9 aBei!|feItt)efen bon SHed^tSantoalt Dr. 9{uboIf 9J2otbe8 in 2eWQ' 9h;. 103. 



Siebe aucb „Volhswirtfcbaftlicbe Bibliotbeh". ein ausfübr- 
licbes Verseicbnls 6er aufserbem im Verlage ber 6. 3. Göjcben» 
fcben Verlagsbanblung erfctaienenen banbelswiffenfdjaftllcben Werl^e 
bann burcb jebe Ducbbanblung hoUenfrei bejogen werben. 
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anUitSts mb ntattnetotUenf^aftli^e 

^aS tnobeme 9(Ib0«f4ifl#* I: S>ie ^nttDidSund beS ^elbgefd^üleS fett (Sin* 
fül^Tung beS gesoaenen dfnfantetiegetce^rS btt einfd|tte$[id^ ber (Rfhtbuna 
bed rmtd^Iofen ^lubetS, ettoa 1850— 1890, b.Cbetfaeutn(mt SB. 4^et)benrei(^, 
aRilitdtl^rer an bet WiitMidfn. tHobemie in »edin. Wt 1 Qlbbttb. 9lr. 806. 

— n: 2>ie Snttoidluna bt» heutigen fJfelbgefc^ü^eS auf (Brunb bet (Stfinbung 

bed rott^tofen $mbetS, titoa 1890 biS fur (Segentoavi, ton Oberftleutnmtt 
8B. ^etjbenteid^, WMüt^ttt an bet aRilit&rted^ ^dabemie in Setiin. 
mt 11 ^bUbungen. 9to. 807. 

Sie ntobetnen Oefd^filje bet Sfnftattinetie. I: fSom 9(ttftteten bet gesogenen 
(Sefc^ü^e bid jut Sßetmenbung bed tau(^f(^tDa(^en $ttIbetS 18&0— 1890 
bon SDhimmen^off, SRajot beim Qtcibe bed gugattiaetie»92egimeni9 ®eneta(^ 
felbseugmeiflet (8tanbenbUTgifd|e8 9b. 8). SRit 60 Sectbilbetn. 92t. 834. 

— n: Sie CSnüoidlnng bet genügen (0efd^ü|e bet SugottiHetie feit (Sinfütotng 

bti( tattdgf(btoa(^en $ulbet8 1890' bis iut (Begentoatt SRit 88 Xe;tbiibetn. 

9te. 86a. 

Sie (SnitDitflnng bet i&mtbfettetn»affett fett bet a^ttte beil 19. ^M^unbettS unb 

iSft ^eutiget @tanb bon ®. ^Bt^obel, Gbetleutnont im 3nf.«8iegt. gftei^ett 

^ttlet bon (Bfttttingen (4. $ofenfc^e8) 9h;. 69 unb 9(ffißent bet S^nigl. ®e> 

toel^^nrüfungdlommiffion. mt 21 QP^bfibungen. 9tt. 866. 

mUitfttfhraftedit bon ]>r. iD2a{ Qtnft SRaljet, $tof. an bet Unibetfitfit ®ttaB« 
btttg i. (S. 2 SBftnbe. 92t. 871, 872. 

Sentfd^e SBe^tberfaffttng bon ftotl SnbteS, fttiegSgetic^tSrat bei bem Oteneral« 
lommanbo bed ftgl. ba^t. n. i&tmuioxpi in Sßflraburg. 92t. 401. 

(9efd^iAte be9 ftriegSloefeiid bon Dr. (Smil 2)an{eld in Setiin. I: S)ad ontile 
ftriegStoefen. 92t. 488. 

— n: S)aS mittelaltetli(^e ftriegSAefen. 92t. 498. 

Sie (Stttmiiflitno bed fttiegdfi^iffbatted bom tatettum h\» tut 92euaeit. 
I. Xett: $xa 3eitaltet bet 82ubetfd^iffe unb bet ©egelf^iffe füt bie 
fttieg9fül^tung tut ®ee bom Qlltettum bil 1840. Son Xiarb ©d^tuars, 
a(eb. aRarinebautat u. Sc^iffbou-Diteftot. aRit 88 SCbbübungen. 92t. 471. 

Sie 6cemai4i in bet betttfi^en ^eft^iibte bon SBitlt. SIbmitalitatStat Dr. (Stnfl 
bon ^olle, $tof. an bet Unioetfitfit Setiin. 92t. 87a 



9\Wot^tU* unb S^ititngstoefeit. 

SoIKbibliotüefen (Sü(bet> unb Sefe^aüen), i^te (Sintit^tung unb Setmaltung 
bon Smil Saefc^Ie, Stabtbibliotbelat in C^etfelb. 92t. 832. 

Sa9 bentffbe 3eitttng8loefett bon Dr. 92obett Sntnbubet. 92t. 400. 

Sod tttobetne S^ttingStoefeii (©^flern bet B^itungSIel^te) bon Dr. 92obett 
Stun^ubet. 92t. 320. 

SCIIgemeine 0efi|ii||te beS BeitttngdtoefenS bon Dr. Subtoig ©olomon in 
Seno. 92t. 861. 
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3 2044 016 757 387 



le^iBe sign uame and address on the card and leave 
.%e box provided. 

ok» are to be retumed within 24 hours. 
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